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Capitulo 1

Introducao a Estatistica

Ainda hoje no conceito popular, a palavra estatistica evoca dados numéricos apresentados em
quadros ou graficos, publicados por agéncias governamentais, referentes a fatos demograficos ou
econdmicos. A palavra estatistica é derivada da palavra latina status, que significa estado, usada
aqui para designar a coleta e a apresentacao de dados quantitativos de interesse do Estado. En-
tretanto, a mera coleta de dados assim apresentados estd longe de ser o que entendemos, hoje,
por Estatistica. Na verdade, sua feicao essencial é a de ser um conjunto de métodos estatisticos,
especialmente apropriados ao tratamento de dados afetados por uma multiplicidade de causas.
Esses métodos fazem uso da Matematica, particularmente do cdlculo de probabilidades, na co-
leta, apresentacdo, andlise e interpretacao dos dados.

Essa prética tem sido continuada nos tempos modernos, por meio dos recenseamentos, dos
quais temos um exemplo naquele que se efetua a cada decénio, em nosso Pais, pela Fundacgao
IBGE, 6rgao responsavel por nossas estatisticas (dados estatisticos) oficiais.

A primeira tentativa para se tirar conclusdes a partir de dados numéricos foi feita somente no
século 17, na Inglaterra em ( ). Graunt baseou sua andlise sobre razdes e propor-
coes de fatos vitais, nos quais ele observou uma regularidade estatistica em um grande ntimero
de dados. Graunt colocou os dados em tabelas e através de calculos basicos produziu alguns co-
mentdarios sobre os resultados obtidos, analisando a confiabilidade dos dados e comparando o
numero dos nascimentos e das mortes masculinas e femininas. No capitulo XI, ( ),
Graunt produz uma tabela de vida primitiva, estas tabelas transformam-se mais tarde em uma das
principais ferramentas da demografia e do seguro.

Entretanto, a estatistica s6 comec¢ou realmente a existir como disciplina autbnoma no inicio
do século 20, o verdadeiro inicio da estatistica moderna. Fisher (1890-1962) foi um dos mais in-
fluentes estatisticos do século 20. Em ( ) sdo apresentados os fundamentos matema-
ticos da Teoria Estatistica, neste trabalho Fisher introduz os termos estimacao e estimativa. Neste
mesmo trabalho é apresentado trés critérios de estimacao, mais precisamente, propriedades que
os estimadores devem ter: Consisténcia, eficiéncia e suficiéncia. Um marco importante na Teoria
da Estatistica moderna foi a formalizacdo da teoria das probabilidades feita por Kolmogorov em
1933, ( ) -

Uma definicdo moderna para estatistica poderia ser: uma colecdao de métodos para planejar
experimentos, obter e organizar dados, resumi-los, anélisa-los, interpretd-los e deles extrair con-
clusoes. Pode-se afirmar portanto, que o foco da estatistica é estudar os fendmenos coletivos.

Sendo assim, a primeira etapa em uma pesquisa que envolverd procedimentos estatisticos é



a coleta de dados. A coleta de dados é uma fase crucial na estatistica pois se 0s mesmos nao
forem colhidos de maneira adequada as outras fases do processo de andlise estatistica estardo
definitivamente comprometidos. A seguir serdo dados algums conceitos e informacodes bdsicas
sobre o planejamento e coleta de dados.

1.1 Conceitos basicos de amostragem

Amostragem € o procedimento utilizado na obtencdo da amostra, que deve ser de tal forma
que a amostra obtida seja representativa da populacao de interesse.

Todos nés em nosso dia a dia temos contato com a amostragem, por exemplo, quando al-
guém estd adocando uma xicara de café ele primeiro coloca um pouco de agucar, mistura bem e
depois prova(coleta uma amostra) para verificar se precisa ou ndo mais acucar. Note que, o pro-
cesso de mexer bem antes de provar é um procedimento(plano) amostral intuitivo. Entretanto,
neste caso, a amostra poderia ndo ser representativa do todo se a pessoa ndo mexesse bem, e por
conseguinte, poderia-se colocar mais acucar quando na verdade ndo precisaria de mais ou, ndo
colocar mais agucar quando de fato precisaria de mais. Logo, um procedimento amostral mal ela-
borado ou mal executado pode levar a uma conclusao erronea devido a um viés de interpretacao
do resultado. Portanto, planos(planejamentos) amostrais que produzam amostras representati-
vas e conseqiientemente resultados confidveis e livres de possiveis viéses € o objetivo principal do
pesquisador. A seguir, serdo apresentados alguns conceitos e termos técnicos que sao utilizados
na Teoria da Amostragem.

Definicdo 1.1 (Populacdo ou Populacio alvo). E o conjunto de todos os seres, objetos ou informa-
¢Oes que estdo sob investigacdo.
Notagao: Um populagdo de tamanho N serd denotada por U =(1,...,N).

Exemplo 1.1. Um grupo de pesquisadores desejam analisar a influéncia de fatores sociodemogrd-
ficos, fisicos e mentais sobre a mobilidade de idosos, pessoas com 60 anos ou mais, residentes no
municipio de Santa Cruz, Rio Grande do Norte. Neste caso a populagdo sdo todas as pessoas com 60
anos ou mais residentes no municipio de Santa Cruz.

Definicdo 1.2 (Populacio de estudo). E o conjunto de todos os seres, objetos ou informacoes que
poderiam ser incluidas no estudo. Teoricamente, 0 mesmo que a populacdo alvo, porém muitas
vezes diferente.

Exemplo 1.2. No Exemplo 1.1 suponha que a pesquisa tenha sido realizada durante um determi-
nado més do ano, e que neste més possivelmente algumas das pessoas desta populagdo poderiam
nao estar na cidade e deste modo ndo poderiam ser incluidas na pesquisa. Deste modo, neste caso,
a populacao alvo é diferente da populacao de estudo.

Definicdo 1.3 (Censo). E o levantamento de informagdes de toda uma populagéo.

Definicdo 1.4 (Amostra). E o conjunto dos elementos selecionados de uma populagdo.
Notagdo: Uma amostra de tamanho n serd denotada por s = (ky,..., k,) parak; € U.

Definicao 1.5 (Unidade amostral ou elementar). Sdo os elementos alvo da pesquisa. Podem ser
pessoas, animais,objetos, domicilios, empresas, etc. Deve ser definida no inicio da investigacdo de
acordo com o interesse do estudo. E muito importante que a unidade elementar seja claramente
definida, para que o processo de coleta e andlise tenha sempre um significado preciso e uniforme.



Definicdo 1.6 (Varidveis). E uma caracteristica qualitativa ou quantitativa que observamos em
cada unidade amostral. Ex.: altura, sexo, peso, idade, classe social, etc.
Notagdo: As varidveis sdo usualmente denotadas pelas letras maitsculas X,Y,Z, W.

e Em um populagdo U = (1,...,N), o conjunto de valores que essas varidveis assumem sao de-
notadas por x =(x1,X2,...,Xn);

e Emumaamostras = (kl, . kn), os valores que essas varidveis podem assumir sdo denotadas
por X =(X1,X5,...,X,) em que cada X; pode assumir qualquer valor x,,, parau €U ex, € x.

Definicdo 1.7 (Parametro). Uma medida numérica que descreve alguma caracteristica de uma po-
pulacdo, por exemplo, peso médio ao nascer de criangas na cidade de Jodo Pessoa, proporgdo de
pegas defeituosas produzidas em um dia em uma linha de produgdo.

Notagdo: Utiliza-se usualmente letras gregas,u,o0?, T para se denotar parametros. Entretanto,
existem excegoes, por exemplo, para o parametro proporg¢ao utiliza-se p.

Definicdo 1.8 (Estimador). E qualquer funcéo dos elementos X,,...,X,, da amostra X, que assume
valores em O (espago paramétrico), em que © é o conjunto de todos os valores que o parametro 0
pode assumir.

Notagdo: Usualmente utiliza-se I,02, p para se denotar pardmetros. Entretanto, existem exce-
cbes, por exemplo, para o pardmetro u. utiliza-se X.

Exemplo 1.3. Seja X =(X1,Xs,...,X,), entdo um estimador para a média populacional u para essa

amostra é dada por:
Xi+...+X,

n

X=

Defini¢do 1.9 (Estimativa). E o valor observado de um estimador apés a amostra ser coletada.
Exemplo 1.4. Considere a seguinte amostra da varidvel X, X =(5,3,4,2,6), entdo

5+3+4+42+46
- =

X=

Definicao 1.10 (Cadastro amostral). Lista das unidades da populagdo de pesquisa de onde a amos-
tra serd extraida. Nem sempre aplicdvel.

1.1.1 Tipos de variaveis
As varidveis podem ser: qualitativas ou quantitativas.
e Qualitativas: sao varidveis categoricas.

- Nominal: Ndo existe nenhuma relacdo entre as categorias. Ex.: sexo(masc, fem), curso(fisioteray
Enfermagem, etc), procedéncia.

— Ordinal: Existe uma ordenacao natural entre as categorias. Ex.: Grau de instrugdo(lo
grau, 2o grau,superior), nivel socio-econdémico(A,B,C,D).

e Quantitativas: sao varidaveis numeéricas.



— Discreta: Admitem somente ntimeros inteiros. Ex: batimentos cardiacos, nimero de
filhos.

- continuas: os valores podem ser qualquer ntiimero real. Ex.: tempo de coagulacao,
peso, altura.

1.1.2 Niveis de Mensuracao

1. Escala Nominal: as unidades amostrais sao classificadas em categorias segundo uma carac-
teristica. Ex.: sexo(Masc, Fem), H4bito de fumar(fumante, nao fumante), sobrepeso(sim,
nao).

Observacdo 1.1. Note que, ndo existe ordem entre as categorias e suas representagoes, se nii-
mericas sao destituidas de significado ntimerico. Ex.: sexo masculino=1, sexo feminino=2

2. Escala Ordinal: as unidades amostrais sdo classificadas em categorias que possuem algum
tipo inerente de ordem. Ex.: nivel socio-econdmico(A,B,C,D), nivel de retinol sérico(alto,
aceitavel, baixo, deficiente).

Observacao 1.2. Embora exista ordem entre as categorias, a diferenca entre as categorias ad-
jacentes ndo tem o mesmo significado em toda a escala.

3. Escala intervalar: Neste nivel de mensuracao podemos quantificar as diferencas entre as
categorias. Entretanto, o zero nesta escala é arbitrdrio. Ex.: Temperatura (graus Celsius,
Fahrenheit).

Observacao 1.3. Nesta escala, embora pode-se quantificar as diferengas entre as categorias,
essas diferencas ndo sdo absolutas. Por exemplo, 50°C embora seja o dobro de 25°C, néao im-
plica que é duas vezes mais quente, pois se mudarmos a unidade de medida para Fahrenheit
teremos 50°C =50 x 1,8 432 =122°F e25°C =25 % 1,8+ 32 =77°F o que implica que nesta
unidade a razdo entre as duas temperaturas é 1,58.

4. Escala das razdes: Nesta escala o zero é absoluto, isto implica que a razdo entre duas me-
didas é igual independentemente da unidade que esta sendo utilizada. Ex.: Altura(cm, m),
peso(g, Kg).

1.1.3 Tipos de estudos

Em principio, pode-se dizer que os estudos cientificos se dividem em dois grupos: estudos
observacionais e os estudos experimentais.

Estudos Observacionais. Se caracterizam pela ndo intervencdo do pesquisador sobre os dados
do estudo. De um modo geral, esses estudos efetuam descri¢oes a respeito de um deter-
minado problema, como, por exemplo: a estimativa da proporcao de pecas defeituosas em
uma linha de producao, ou a estimativa do nimero médio de chamadas atendidas em cen-
tral PABX. Em resumo, em um estudo observacional, o pesquisador observa e mede, mas
nao modifica;



Estudos Experimentais. Nos estudos experimentais, o pesquisador intervém sobre os elementos
pesquisados, mediante a ado¢do de algum tratamento ou mediante a alteracdo da situacao.
Nesses casos, pretende-se comparar os resultados obtidos nas diversas situacoes ou trata-
mentos com a finalidade de detectar diferencas nos dados.

Exemplo 1.5. Um engenheiro precisa saber se a quantidade de corrosdo em uma tubulagéo
utilizada pela sua empresa depende do tipo do revestimento usado ou do tipo de solo em que
se encontra a tubulagdo. Deste modo, planejou-se o seguinte experimento: utilizou-se quatro
diferentes revestimentos e trés diferentes tipo de solo no experimento. Selecionaram-se 12 pe-
¢as de tubulacdo e cada uma é revestida com um dos quatro revestimentos e enterrada em um
dos trés tipos de solo durante um periodo fixo de tempo, apos o qual se determina a quanti-
dade de corrosdo.

1.1.4 Tipos de Amostragem

Quando se realiza um estudo dos estudo observacional, a coleta dos dados pode ser feita atra-
vés de uma amostragem probabilistica ou de uma amostragem nao probabilistica.

Definicdo 1.11 (Amostragem Probabilistica). E o procedimento pelo qual se utilizam mecanismos
aleatérios de selecdo dos elementos de uma amostra, atribuindo a cada elemento uma probabili-
dade de pertencer a amostra.

Definicdo 1.12 (Amostragem néo Probabilistica). E o procedimento pelo qual se ndo utilizam me-
canismos aleatorios de sele¢do dos elementos de uma amostra, tais como: amostras intencionais,
nas quais os elementos sdo escolhidos com o auxilio de especialistas; e amostras de voluntdrios,
como ocorre em alguns experimentos sobre novos medicamentos e vacinas.

Observacao 1.4. A grande vantagem da amostra probabilistica é medir a precisdo da amostra ob-
tida, baseando-se apenas no resultado contido na préopria amostra.

1.2 Principais planos de amostragem probabilistica

Serdo apresentados os planos de amostragem, para os casos mais comuns na pratica. Estes
casos satisfazem os seguintes pressupostos: Populacao finita e amostragem sem reposicao.

Amostragem aleat6ria(AA): Procedimento pelo qual cada elemento da populacdo tem a mesma
chance(probabilidade) de ser selecionada.

Amostragem aleatéria simples(AAS): Procedimento pelo qual uma amostra de tamanho n € se-
lecionada de tal forma que cada amostra possivel de tamanho n tem a mesma chance(probabilidade)
de ser selecionada. Esse plano amostral subdivide-se ainda em dois outros: Amostragem
aleatdria simples com reposicao(AASCR) e Amostragem aleatdria simples sem reposicao(AASSR).

Exemplo 1.6 (Diferenca entre AA e AAS). Imagine uma sala com 48 alunos, distribuidos em 8
fileiras. Suponha que o professor deseja selecionar uma amostra de 8 alunos. Assim, coloca-se
em uma urna 8 bolas numeradas de 1 a 8. Seleciona-se ao acaso uma bola e verifica-se seu
numero. A amostra serd a fileira selecionada. A amostra selecionda é uma amostra aleato-
ria(AA)? E uma amostra aleatéria simples(AAS)?



Exemplo 1.7. Considere uma populagio U =(1,2,3,4,5) e uma amostra s = (k, kz, k3). De-
termine todas as amostra possiveis para um plano amostral com reposicao, S(A), e para um
plano amostral sem reposicao, S(B), de tamanho 3.

e Para o plano amostral com reposicdo tem-se que:

S(A): {Sl = (1)1)1))82: (1)1)2)183: (1)1)3))34: (1)1)4))35: (1)1)5))
S6 = (1,2,1),87: (1)2)2))88: (1)2)3))39: (1)2y4)r810: (1)2v5))

:5;121 = (5,5, 1);:3122 = (5,5,2),:5;123 = (5,5,3),:5;124 = (5,5,4);:3125 = (5;5,5)}
e Para o plano amostral sem reposigdo tem-se que:

S(B)= {s1 =(1,2,3),5:=(1,2,4),53=(1,2,5), 54 = (1,3,2), 55 = (1,3,4), 56 = (1,3,5)

S55 = (5)3) 1))556 - (5)3)2)) S57 = (5)3)4))558 - (5)4) 1)) S59 = (5)4)2))560 - (5)4)3)}

Amostragem sistemdtica: E realizada quando os elementos da populacio estdo ordenados e a
selecao dos elementos da amostra é feita periodicamente ou sistematicamente.

Exemplo 1.8. Deseja-se selecionar uma amostra de tamanho 30 de um cadastro amostral
com 500 elementos. Seja,

500
=30 =
Entdo, como k ndo é inteiro arredondamos para o maior inteiro menor igual a 16,7. Assim,
k = 16. Agora selecionamos ao acaso um nuimero entre 1 e k, para isso utilize um gerador de
niimeros aleatorios, por exemplo. Suponha que o niimero sorteado seja 9. Assim os elementos
da amostra serdo 9,25,41,...,473.

k 16,7.

Amostragem estratificada: Esse procedimento consiste em dividir a populacdao em sub-populagoes
(estratos). Estratos sdo divisdes de acordo com algum critério, por exemplo: sexo, faixa eta-
ria, estado civil, assim dentro de cada estrato teremos uma maior homogeneidade. Dessa
forma, para uma populacao com N unidades amostrais e d estratos com tamanhos Ny, ..., Ny,
tem-se que Y. ._; INi = N, portanto teremos os seguinte coeficiente de proporcionalidade
c; = % Deste modo, para uma amostra de tamanho n devemos selecionar uma AAS de
tamanho n; = ¢; X n de cada estrato.

Exemplo 1.9. Suponha no exemplo anterior que tenhamos dois estratos(masculino, femi-
nino), em que N, =290 e N, = 210. Assim, ¢, = % =0,58¢ec; = % =0,42. Logo, 0,58 x 30 =
17,4 0,42 x 30 =12,6. Portanto, n; =17 e n, = 13. O proxima etapa é coletar uma amostra
utilizando o plano AASCR ou AASSR de tamanho n, = 17 para o lo. estrato e n, =13 para o

2o. estrato.



Observacdo 1.5. Este é o tipo de amostragem que produz o menor erro.

Amostragem por conglomerado: Neste procedimento cada unidade amostral é um grupo (con-
glomerado) de elementos. Conglomerados sdo partes representativas da populacao, por
exemplo, dividimos um bairro em quarteirdes. Assim cada quarteirao € uma unidade amos-
tral. Deste modo, selecionamos uma AAS dos quarteirdes para depois proceder-se o levan-
tamento dos dados de todos os elementos do Conglomerado.

Observacao 1.6. Este é o tipo de amostragem que produz o maior erro entre os procedimentos
apresentados.

1.2.1 Erros de amostragem

Sempre que coletamnos uma amostra e a partir dela procuramos estimar certos parametros
populacionais de interesse, estaremos sujeitos a cometer algum erro, ndo importa o quao bem
planejando tenha sido a coleta dos dados. Pode-se classificar os erros de amostragem em dois
tipos: Erro amostral e erro nao amostral.

Erro amostral(E). € a diferenca entre o resultado amostral e o verdadeiro resultado da popu-
lacao. Tais erros resultam das flutuacdes amostrais devidas ao acaso.

Exemplo 1.10. Seja x = (x,...,X100) 0S valores de uma certa caracterista em uma populagdo. Seja
X=(Xy,...,Xs) uma amostra de tamanho 5 do vetor de caracteristica da populagdo x. Suponha que
Xi = x3, Xo = X52, X3 = X11, X4 = X77, X5 = X31. Entdo, por exemplo, a média populacional é dada por,

. X1+ Xo+...+ X100
B 100

e a média amostral,

Xi+Xo+...+X5 . X3+ X5+ =X11 + X77 + X31
5 B 5

X=

Assim o erro amostral neste caso serd E =X — .

Erro nao amostral. ocorre quando os dados amostrais sao coletados ou registrados incorre-
tamente. Exemplos de erros ndo amostrais: selecdo de uma amostra por conveniéncia, uso de um
instrumento de medida defeituoso, digitacdo incorreta dos dados, etc.

Observacao 1.7. Se coletarmos uma amostra de maneira apropriada de modo que ela seja repre-
sentativa da populacdo, poderemos utilizar os métodos estatisticos para avaliar o erro amostral.






Capitulo 2

Estatistica Descritiva

Ap6s coletado os dados, a proxima etapa no processo de andlise estatistica consiste em des-
crever os dados coletados, isto é, resumir e descrever suas caracteristicas mais importantes. Esta
etapa do processo é denominada de estatistica descritiva. Trés métodos basicos da estatistica
descritiva sdo: construcao de tabelas de freqiiéncia, constru¢do de gréficos e calculo de medidas
resumo. Quando se descreve um conjunto de dados, que pode ser composto de uma tnica varié-
vel, caso univariado, ou por um conjunto de varidveis, caso multivariado, algumas caracteristicas
devem ser observadas:

1. Centro: O centro de um conjunto de dados é um valor que seja representativo do todo, isto é,
uma medida que possa representar o conjunto de dados;

2. Dispersao ou variacao: Uma medida de dispersdo ou variacdo é uma medida que resume a
variabilidade presente num conjunto de dados;

3. Valores discrepantes ou outliers: Elementos da amostra que se encontram muito distantes da
grande maioria dos dados;

4. Distribuicdo: A distribuicdo de freqiiéncias dos dados fornece informacdo sobre a forma da
distribuicao de probabilidade dos dados, por exemplo, a distribuicao pode ser simétrica,
assimétrica, pode ter a forma de um sino ou pode ser achatada.

2.1 Tabela de distribuicdo de freqiiéncias

E uma tabela em que se colocam as freqiiéncias observadas de cada categoria ou classe. Um
dos objetivos de se construir uma tabela de distribuicdo de freqiiéncias é obter informacdes sobre
a forma da distribuicdo de probabilidade dos dados. Esta informacao ajudard na escolha de um
modelo probabilistico. Mais adiante, iremos estudar algums modelos probabilisticos comums na
prética.

Existem dois tipos de tabela de distribuicdo de freqiiéncias.

1. tabela de distribuicao de freqiiéncias por valores: esta tabela é adequada para varidveis qua-

litativas, ou quantitativas dicretas que nao possuam muitos valores diferentes;

2. tabela de distribuicdo de freqiiéncias por classes ou intervalos: esta tabela é adequada para
varidveis quantitativas continuas, ou dicretas que possuam muitos valores diferentes;



2.2 Distribuicao de freqiiéncias por valores

E construida considerando-se todos os diferentes valores ou categorias, levando-se em consi-
deracao suas respectivas repeticoes(freqiiéncias).

Tabela 2.1: Procedéncia dos alunos
Procedéncia N°dealunos %

Capital 10 33,33
Interior 12 40,00
O. regiao 8 26,67
Total 30 100

Fonte: Pesquisa em classe

Tabela 2.2: Niuimero de disciplinas matriculadas
Numero de disciplinas N° de alunos %

3 3 10,00
4 5 16,67
5 8 26,67
6 10 33,33
7 4 13,33
Total 30 100

Fonte: Pesquisa em classe



2.3 Distribuicao de Freqiiéncias por classes ou intervalos

Utiliza-se a Distribuicao de Freqiiéncias por intervalos ou classes quando temos uma grande
variabilidade no dados, isto é tem-se muitos valores diferentes.

2.3.1 Regras para elaboracao da Tabela de Distribuicao de Freqiiéncias

1. Efetua-se um rol estatistico nos dados brutos, isto €, ordenar os dados em ordem crescente;

Tabela 2.3: Idade dos alunos Tabela 2.4: Rol Estatistico
27 18 21 23 23 18 18 18 18 18
21 21 27 21 19 18 19 19 19 19
18 18 22 19 19 19 19 20 20 20
18 19 23 19 18 20 21 21 21 21
18 20 19 24 20 21 21 21 22 23
21 20 21 20 21 23 23 24 27 27

2. Determina-se a amplitude total(AT) dos dados: AT = Xqx — Ximin €m que X ipn € Xinax SA0
os valores minimo e maximo do conjunto de dados respectivamente. Para o nosso exemplo
te-se que AT =27—-18=9;

3. Escolhe-se convenientemente o namero de classes(K). Geralmente, entre 5 e 20 classes sao
satisfatérios. Um maneira pratica de determinar o nimero de classes € utilizar k ~ +/n.

No exemplo temos que: v30=5,47, portanto K =5.
4. Determinar a amplitude de classe: h ~ %. Assim,

AT

9
=—=18=>h=2
K 5

Obs.: Deve-se ter sempre h x K > AT.

5. Efetua-se o agrupamento em classes e elabora-se a tabela de Distribuicao de Freqiiéncias.

Tabela 2.5: Tabela de distribuicdo de

[freqiiéncias

Idades (anos) Numero de alunos %

18+ 20 12 40
2022 11 36,67
2224 4 13,33
24126 1 3,33
2628 2 6,67
Total 30 100

Fonte: Pesquisa em classe



2.4 Elementos em uma tabela de Distribuicao de Freqiiéncias
Limitesde classe: L;,f, b Lsup, =[Linf, » Lsup,);

Amplitude de classe: h; = L, — Liuf;

Ponto médio da classe:

LSuPi + Linfi

Xi:
2

Observacao 2.1. No caso em que todas as classes possuem a mesma amplitude tem-se que
Ximn=Xi+houX;=Xy+(i—1)x h, parai>2;

Freqiiéncia simples ou absoluta: f;: freq. simples da i-ésima classes, isto é, o nimero de ele-
n
mentos da classe. Portanto, Z o fi=n

Freqiiéncia relativa: f, = f;,

Freqiiencia percentual: f;% = f,, x 100;

Freqiiéncia simples acumulada: F, = 22::1 fi=h+fot+fi

Freqiiéncia relativa acumulada: F, = Zﬁzl fi=fnt+fnt+fn
Freqiiéncia percentual acumulada: F;% = Z§=1 [i%=fHi%+ fo%+-+ fi%;
Exemplo 2.1. Continuacdao do exemplo anterior.

Tabela 2.6: Procedéncia dos alunos
Procedéncia fi I fi% F E, E%

Capital 10 0,3333 33,33 10 0,3333 33,33
Interior 12 0,4000 40,00 22 0,7333 73,33
Outrasregioes 8 0,2667 26,67 30 1 100
Total 30 1 100 - - -

Fonte: Pesquisa em classe



Figura 2.1: Grdfico em setores

Outros Estados

Capital
Interior

Figura 2.2: Grdfico de barras

Capital Interior Outros Estados

Para a varidvel quantitativa tem-se que:

Tabela 2.7: Tabela de distribuigdo de freqiiéncias
Idade(Anos) X; fi fr fi% F F, E%

[18,20) 19 12 0,4000 40,00 12 0,4000 40,00
[20,22) 21 11 0,3667 36,67 23 0,7667 76,67
[22,24) 23 4 01333 13,33 27 0,9000 90,00
[24,26) 25 1 00333 333 28 09333 93,33
[26,28) 27 2 00667 6,67 30 1 100
Total - 30 1 100 - = -

Fonte: Pesquisa em classe

Questoes:

1. Qual a proporgdo de alunos com idade minima de 22 anos ?
Resposta: % x 100=100—-76,67 =23,33%.

2. Qual a proporgao de alunos com idade inferior a 24 anos mas que tenham no minimo 20
anos?

. 15 — 90 —40 =
Resposta: ; x 100 =90 — 40 = 50%.



Idade dos alunos
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Figura 2.3: Histograma e Poligono de freqiiéncias

Exemplo 2.2. Uma amostra aleatoria de 36 alunos da disciplina de Estatistica Vital foi selecionada
e o curso de cada aluno foi anotada.

Tabela 2.8: Curso Tabela 2.9: Rol Estatistico
11 29 22 22 22 8 8 9 9 9 11 11
22 22 9 22 22 22 11 11 11 11 11 11
22 22 9 22 11 11 11 11 22 22 22 22
22 11 29 22 22 11 22 22 22 22 22 22
22 11 22 11 22 11 22 22 22 22 22 22
22 29 11 9 22 11 22 22 22 29 29 29

e Elabore uma tabela de distribuigdo de freqiiéncias adequada para os dados;

e Faca um grdfico baseado nos valores da tabela acima.

2.5 Medidas de Tendéncia Central

Dentre as medidas de tendéncia central, destacamos:
1. Média Aritmética ou Média;
2. Moda;

3. Mediana



Tabela 2.10: Amostra de 36 alunos da varidvel Curso
Curso f; I fi% F F, E%

08 1 00278 278 1 0,0278 2,78
09 3 00833 833 4 01111 11,11
11 10 0,2778 27,78 14 0,3889 38,89
22 19 10,5278 52,78 33 0,9167 91,67
29 3 00833 833 36 1 100
Total 36 1 100 - = -

Fonte: Pesquisa em classe

2.5.1 Média Aritmética

A) Dada uma populacao x =(x,...,xy), entdo a média, chamada de média populacional e deno-
tada por u, é dada por,

. X1+ + XN .
= N ;
B) Dada uma amostra X = (Xj,...,X,), entdo a média, chamada de média amostral e denotada
por X, é dada por,

g Nt X
n
Exemplo 2.3. Para a amostra de idades de 30 alunos do exemplo calcular a idade média dos
alunos.
27+18+21+23+23+---+20+21

X= =20,6;
30

C) Para uma tabela de distribuicdo de freqiiéncias, a média é dada por,

X1Xf1+"'+Xn an
" .

X=

em que, f; é a freqiiéncia simples da i-ésima classe e X; é o ponto médio da i-ésima classe.

Exemplo 2.4. Para a tabela de distribuicdo de freqiiéncias da amostra de 30 alunos calcular
a idade média dos alunos.

y 19x12+21x11+23x4+25x1+27%2 .1
N 30 Y

DESVANTAGENS DA MEDIA

e £ uma medida de tendéncia central que por uniformizar os valores de um conjunto de da-
dos, ndo representa bem os conjuntos que revelam tendéncias extremas. Ou seja, é grande-
mente influenciada pelos valores extremos (grandes) do conjunto;

Exemplo 2.5. Considere os saldrios de 6 empregados de uma determinada empresa:

R$1180 R$1230 R$1250 R$1240 R$1220 R$2940




Portanto o saldrio médio pago pela empresa é:

— 1180+1230+ 1250+ 1240+ 1220+ 2940
X= 5 =1510

e Nao pode ser calculada para distribuicoes de freqiiéncias com limites indeterminados (in-
definidos);

VANTAGENS
¢ E amedida de tendéncia central mais conhecido e de maior emprego;
e E facilmente calculavel;
e Tem propriedades interessantes;
e Depende de todos os valores do conjunto de dados.
Propriedades
1. A soma dos desvios em relacao a média € zero, isto €,

X —X)+(X—-X)++ (X, —X)=0

Para as propriedades seguintes considere as duas amostras (Xj,...,X,) e (¥,...,Y,) das va-
ridveis X e Y respectivamente e ¢ > 0 uma constante arbitrdria.

2.SeY=X+centio Y=X+c.SeY=X—centio Y =X —c;

4. SejaZ =X+ Y uma outra varidvel entdo Z = X + Y.

2.5.2 Moda

A) Dada uma amostra de n elementos (X3, ..., X,), entdo a moda, denotada por Mo, sera o valor
mais freqiiente na amostra, isto é, de maior freqiiencia simples f.

Exemplo 2.6. Para a amostra de idades da Tabela 2.3 a moda é Mo = 21 pois é o valor com
maior freqiiencia simples f =7;

B) Para uma tabela de distribuicao de freqiiéncias por classes ou intervalos, a moda serd um va-
lor dentro da classe modal(classe com maior freqiiencia simples f;). Portanto, para dados
agrupados, a moda sera dada por:

AI X hMO

MOZLin +
Fuo TUA LA,



em que,

Linf,, = Limite inferior da classe modal;
hy, = Amplitude da classe modal;
Ay = fvo— fas
Do = fyvo— frs
fa= freqiliencia simples da classe anterior a classe modal;
fr = freqiiencia simples da classe posterior a classe modal;

Exemplo 2.7. Para a Tabela 2.5 de distribuigdo de freqiiéncias das idades dos alunos, a moda
é dado por:

o Aclasse modal é 18 20;

® Linfyo =18 hno=2; frio=12 fa=0, fp=11
e A1=12-0=12;A,=12-11=1;

e Portanto,

12x2
Mo=18+——=18+1,8=19,8
12+1

DESVANTAGENS DA MODA

e Nem sempre é Unica e nem sempre existe;

e Seu valor ndo depende de todos os valores da amostra;
VANTAGENS DA MODA

e N3ao é influenciada por extremos;

e Pode ser calculada na maioria das vezes para distribuicoes de freqiiéncia com limites inde-
terminados.

2.5.3 Mediana

A) Dada uma amostra de n elementos (Xj,...,X,), entdo a mediana, denotada por Me, serd o
valor que divide a amostra em duas partes iguais.

Se o tamanho da amostra for impar entdo Me = X(nT-H). Ex: 2,9,5,8,3,13,11 entdo Me =
X(%) = X4 =8.

X\t X n
Se o tamanho da amostra for par entao Me = M Ex: 2,9,5,8,3,13,11,13 entdo Me =

Xat+Xe) __ 849 _
s =, = 8,5.

. . P Xas5)+Xas
Exemplo 2.8. Para a amostra de idades da Tabela?? a mediana é Me = =209 = 2420 — 2(;



B) Para uma tabela de distribuicao de freqiiéncias por classes ou intervalos, a mediana serd um
valor dentro da classe da mediana. A classe da mediana serd a classe que F; satisfazer: O
menor F; maior ou igual a 7. Portanto, para os dados agrupados a mediana serd dado por:

(% - FA) X Rpe

Me :Lm e+
fM fMe

em que:

Lin,, = Limite inferior da classe da mediana;
hye = Amplitude da classe da mediana;
fue = freqiiencia simples da classe da mediana;

F, = freqiiencia simples acumulada da classe anterior a classe da mediana;

Exemplo 2.9. Para a Tabela 2.5 de distribuicdo de freqiiéncias das idades dos alunos, a me-
diana é dado por:

e Aclasse modal é 201} 22;

® Linfy, =20; hpte =2; frre =11 F4 =12
e A1=12-0=12;A»=12—-11=1;

e Portanto,

(?’2—0—12)><2

6
Me =20+ :20+ﬁ:20’5

2.5.4 Assimetria

Para verificar se uma distribuicao é simétrica ou assimétrica € usual utilizar a relacao entre a
média e a mediana, Assim:

¢ Se médiarMediana a distribuicao é simétrica;
e Se média>Mediana a distribuicdo é assimétrica a direita;

e Se média<Mediana a distribuicao é assimétrica a esquerda;

2.6 Medidas de Dispersao

Uma medida de dispersdo que nos fornece informacao sobre a variabilidade de um conjunto
de dados, conseqiientemente da populacdo. Diz-se que conjunto de dados é mais homogéneo
que outro quando possui variabilidade menor que o do outro conjunto de dados.

1. Amplitude Total: AT = X,,,,. — Xpin



Exemplo 2.10. Seja X =(3,5,5,7) e Y =(4,5,5,6,5) duas amostras aleatéria das varidveis X e
Y respectivamente. Entdao,

3+5+5+7 — 4+45+5+6+5
TZS e Y= 5 =5

X=
ATx=7—-3=4 e ATy=6—-4=2
2. Variancia e Desvio padrao:
(A) Variancia(o?) e Desvio padrao(o) populacional: Para uma populacao de tamanho N,

tem-se que

y (X — >V (X -y
g =——— ¢ =

(o
N N

(B) Variancia(S?) e Desvio padrao(S) amostral: Para uma amostra de tamanho N, tem-se

que
n < [~n ~
Sz — Zi:l():li _X)z e S— Zi:l()’(/li _X)Z

Observacdo 2.2. Como S? é um estimador viciado para o, isto é, o valor esperado de S?,
E(S?), ndo é 0%, ou seja, E(S?) # o?. Assim, na prdtica utilizamos,

S2 — er;l(Xi - Xy

n—1
que é ndo viciado, isto é, E(S*) = o?. Apesar disso,

Z?:I(Xi - Xy
n—1

S=

é um estimador viciado para o .

Exemplo 2.11. Para a amostra do exemplo anterior temos que:

(3—5)2+(5—-5)2+(5—5)2+(7—5)?
2 — — —
S = 1 =2,67 e S,=14/2,67=1,63

Gl Rl )l )l k) PP S S

SZ
Y 5—-1

(C) Variancia(S?) e Desvio padrao(S) amostral para dados agrupados:

S omix (X — X)?

i=1
n—1

S?=

em que X; é o ponto médio da classes ou intervalo, f; é a freqiiéncia simples da classes
ou intervalo.



Exemplo 2.12. Para os dados sobre a idade dos alunos temos que:

o 12%(19-2124+11x (21 =212 +4 x (23 =212+ 1 x (25— 212 +2 x (27 — 21)
- 30—1

152

—=5,24 e §=4/5,24=2,29
29

3. Coeficiente de variacao: Utilizamos esta medida quando desejamos comparar conjuntos de
dados diferentes em escala ou em unidade.

S
CV==x100
X
Exemplo 2.13. Para X=(3,5,5,7)eY =(4,5,5,6,5) tem-se que:

X ) SY 0,71
CV=—=x100= x100=32,6 e Cly=— x100=——x100=14,2
X 5 Y 5

Exemplo 2.14. Os dados da tabela abaixo sdo de 11 pessoas do sexo masculino, aparente-
mente normais, com idades variando entre 14 e 24 anos: Verificar qual varidvel apresenta:

Nivel de colesterol no sangue® 162 158 157 155 156 154 169 181 175 180 174

Peso(Kg) 51 53 56 57 58 60 58 61 59 56 61
Pressao sistolica sanguinea®” 108 111 115 116 117 120 124 127 122 121 125

4em mg/100cc
bem mm de Hg

(@) Maior variabilidade;

(b) Menor variabilidade.

Solugao: Denotando X =Nivel de colesterol no sangue, Y =Peso e Z =Pressdo sistolica sangui-
nea, tem-se que:

162+158+4157+155+156+1544+169+181+175+180+174

X= o =165,5
?_51+53+56+57+58+60+58+61+59+56+61_573
- 11 v
Z_108+111+115+116+117+120+124+127+122+121+125_1187
N 11 Y
162 —165,5)2 + (158 — 165,5)2 +--- + (174 — 165, 5)2
S?F( > +( a ) ( ) 1099
,  (51-57,3)24 (53— 57,32+ +(61—57,3)?
§% = T =10
, (108—118,72+(111—118,7)>+---+(125—118,7)?
§2 = =35
10
S2 \/109,9 S2 V10
CVh==x100= x 100=6,33%, CVy ==L x100=—— x 100="5,52%
X 165,5 Y )
S2 V35
CVy==2x100= x 100 =4,98%
7 118,7



Portanto, o nivel de colesterol no sangue é o que tem maior variabilidade e a pressdo sistdlica
sanguinea é a que tem menor variabilidade.






Capitulo 3

Introducao a Probabilidade

Objetivo: O objetivo da teoria da Probabilidade é criar modelos teéricos que reproduzam de
maneira razoavel a distribuicdo de freqiiéncias de fendmenos(experimentos) aleatérios de inte-
resse. Tais modelos sdo chamados modelos probabilisticos.

Definicao 3.1 (Experimento aleatério). Um experimento que pode fornecer diferentes resultados,
muito embora seja repetido toda vez da mesma maneira, é chamado experimento aleatorio.

Caracteristicas essencial de um experimento aleatdrio: Imprevisibilidade: o resultado do ex-
perimento nao pode ser conhecido a priori;
Exemplos de experimentos aleatérios

(E1) Lancar uma moeda uma vez. Anota-se o resultado;

(E2) Lancar uma moeda duas vezes. Anota-se a seqiiéncia obtida;

(E3) Lancar uma moeda duas vezes. Anota-se o numero de caras obtido;

(E4) Numa linha de produc¢do conta-se o nimero de pecas defeituosas num dia de trabalho;

(E5) Uma urna contém duas bolas brancas e trés bolas vermelhas. Retira-se uma bola ao acaso da
urna. Se for branca, lan¢a-se uma moeda; se for vermelha, ela é devolvida a urna e retira-se
outra bola. Anota-se o resultado obtido.

Definicdo 3.2 (Espaco amostral). E o conjunto de todos os resultados de um experimento aleatério.
Notacgao: ()

Cadaresultado possivel é denominado ponto ou elemento de 2 e denotado genericamente por
w. Assim, escrevemos w € {2 para indicar que o elemento w estd em 2.

Exemplos de espaco amostral:
(E1) Q={c,r}, em que c=cara e r=coroa;
(E2) Q={(c,c),(c,r),(r,c),(r,)};

(E3) Q=1{0,1,2};

23



(E4) 0=1{0,1,2,...};
(E5) Q={(B,c),(B,r),(V,B),(V,V)}, em que B=bola branca, V=bola vermelha;

Definicao 3.3. Sejam A e B dois conjuntos. Entdo diz-se que A é um subconjunto de B se, e somente
se w € A implicar w € B. Notagdo: A C B.

Observacao 3.1. Da Definigdo 3.3 segue que A C A, pois w € A implicar w € A.

Observacao 3.2. Se A ndo é um subconjunto de B, entdo existe pelo menos um w € A tal que w ¢ B.
Notagdo: A< B.

Definicao 3.4 (Igualdade de conjuntos). Sejam A e B dois conjuntos. Entdo diz-se que A= B se, e
somente se, AC BeB CA,istoé w€eA implicarw € B ew € B implicar w € A.

Observacao 3.3. Se A ndo é igual a B, entdo existe pelo menos um w € A tal que w ¢ Bouum w € B
talque w ¢ A.

Defini¢do 3.5 (Evento). E um subconjunto do espaco amostral Q).

Os subconjuntos de (2 serdo denotados por letras latinas maitsculas (A,B,C,...). Se A é um
subconjunto de €2 entdo denotamos A C (2.

Exemplo 3.1. Considere o experimento aleatério (E2). Seja A=Obtengdo de faces iguais. Portanto,

A={(c,c),(r,N};

Observacao 3.4. Diz-se que "‘ocorre o evento A" quando o resultado do experimento aleatorio for
um elemento de A.

Observacao 3.5. O espaco amostral() e o conjunto vazio @ também sdo eventos, em que() é o evento
certo e é o evento impossivel.

Operacoes bésicas entre conjuntos
Sejam A C Qe B C(}, entao:

e Complementar: A°={weQ:w¢A};

Intersecdo: ANB={weN:weAewe B};

Unido: AUB={weN:weAouweB}={weQ: wapelo menos um dos eventos};

Diferenca: A— B = {a) eEN:weAew¢ B}, deste modo segue que A— B=AN B¢;

Diferenca simétrica: AAB={weQ:wecAew¢ Bouw ¢ Ae w < B}, deste modo segue
que AAB=(ANB°)U(A°N B) ou também AAB=(AU B)— (AN B).

Definicao 3.6 (Eventos disjuntos). Dois eventos sdo disjuntos se e somente se AN B=@.

Observacao 3.6. Da Definigdo 3.6 segue que o conjunto vazio é disjunto de qualquer outro evento,
pois para todo evento A tem-se que AN =(.



Definicao 3.7 (Particdo de um evento). Seja A um subconjunto def2. EntdoA,,...,A, formam uma
parti¢do de A se e somente se AiNA; =@ paratodo i # j eU_|A; = A.

Deste modo, se A =(2 entdo A,,...,A, formam uma particdo de 2 se e somente se A;NA; =
paratodo i #jeU! | A; =

Proposicao 3.1 (Leis de De Morgan). Sejam Ay, ..., A, tal que A; C Q) para todo i, entdo:

. c ~ A .
() (U?:lAi) =N, A] Imterpretagdo: o complementar da ocorréncia de pelo menos um dos even-
tos é a ndo ocorréncia de todos os eventos;

oo c ~ A . z ~
(ii) (H?ZIA ,-) = Ui, A?. Imterpretacao: o complementar da ocorréncia de todos os eventos é a nao
ocorréncia de pelo menos um dos eventos.

Defini¢do 3.8 (o-Algebra). Uma classe F de subconjuntos de ) é denominada uma o -dlgebra se
ela satisfaz:

(F1) Qe Z;
(F2) Se A€ F entdo A € .</;
(F3) SeA; €.F paratodoi>1entdol J;. Ai€F;

Exemplo 3.2. Exemplos de o -dlgebras:

1. F =1{@,Q}, esta é a o -dlgebra trivial;
2. F={3,Q,A,A°}, paral=AUA®;

3. Considere o experimento (E3), assimQ ={0,1,2}. Portanto, ¥ = {,9,0,1,2,{0,1},{0,2},{1,2}}
é uma o -dlgebra de subconjuntos de ). Neste caso, 27 é chamado de o -dlgebra das partes de
2 e é denotado por 2.

Definicao 3.9. Seja () finito enumerdvel, um espago de eventos equiprovdveis. Assim, para todo
A € F segue que a probabilidade de A é dada por,

#A
P(A)= 5
#Q

em que # é o numero de elementos do conjunto. Esta definicdo é também conhecida como regra de
Laplace.

A Definicao 3.9 é a definicao classica de probabilidade.

Exemplo 3.3. Considere o experimento aleatdrio (E2). Seja A=Obtengdo de faces iguais. Portanto,
A={(c,c),(r,r)}. Deste modo,

2
P(A)=-=0,5.
(A)=7



Definicao 3.10. Seja$) um espaco amostral de um experimento aleatdrio. Seja n repeticoes indepen-
dentes de um experimento aleatorio e n, o niimero de ocorréncias do evento A € F nas n repetigoes
independentes do experimento. Entdo, a probabilidade de A é dada por,

n
P(A)=lim 7’4 — Da

em que 0 < p, < 1. Esta convergéncia é garantida pelas Lei dos Grandes Numeros.

Definicao 3.11. Seja (2, F) um espago mensurdvel. Entdo uma fungéo P : % — [0,1] é uma proba-
bilidade se,

(P1) P(Q)=1;
(P2) Paratodo A€ F tem-se P(A)>0;

(P3) P éo-aditiva, isto é, se A, A, ..., sdo dois a dois disjuntos entdo,

P (O An) :iP(An).

Esta é a definicdo axiomdtica devida a Kolmogorov. A trinca (€2, Z, P) é chamada de espaco de
probabilidade.
Propriedades de uma medida de probabilidade

(C1) Paratodo A€ % tem-se P(A¢)=1— P(A). De fato, como 2=AUA° e ANA° = segue que,
PQ)=1=P(AUA°)=P(A)+P(A°) = P(A°)=1—-P(A)>0;

(C2) P(@)=0, pois Q=@ logo por (C1)
P(@)=1-P(Q)=1-1=0;
(C3) P éuma funcdo ndo decrescente, isto é, para todo A, B € Z tal que A C B tem-se que P(A) <
P(B). Para ver isso, basta notar que B=AU(B—A) e AN(B— A)= @, portanto,
P(B)=P(AU(B—A)) = P(A)+ P(B —A)
pela condicdo (P2) segue que P(B — A) > 0 portanto P(B) > P(A);

(C4) Paratodo A, B € Z tal que A C B tem-se que P(B — A) = P(B) — P(A); Este resultado segue
diretamente do anterior;

(C5) Paratodo A, B € Z arbitrarios tem-se que:
P(A—B)=P(A)—P(ANB) e P(B—A)=P(B)—P(ANB).
De fato,

P(A— B)=P(AN B)=P(AN(Q— B))= P(ANQ— AN B)
= P(A— AN B)=P(A)— P(AN B), por (C4), pois ANBC A

P(B—A)=P(A°NB)=P(Q—A)NB)=P(QNB—ANB)
—P(B—ANB)=P(B)— P(AN B), por (C4), poisANBC B



(C6) Paratodo A € Z tem-se que 0 < P(A) < 1. Este resultado segue de (P1), (P2) e (C3) e do fato
que A <

3.1 Probabilidade Condicional

Seja (2, Z, P) o espaco de probabilidade para um determinado experimento aleatério. Supo-
nha que tenhamos a priori alguma informacao a respeito do resultado do experimento aleatorio.
Por exemplo, suponha que saibamos que um determinado evento B € Z ocorreu. Isto elimina
qualquer incerteza que tinhamos a respeito da ocorréncia ou nao do evento B. Além do mais, esta
nova informacao a respeito do experimento aleatério pode mudar as incertezas a respeito de ou-
tros eventos em .7 e portanto uma nova medida de probabilidade deve ser considerada. Esta nova
medida de probabilidade é também uma medida no espaco mensurével (€2, &), serd chamada de
Probabilidade condicional.

Exemplo 3.4. SejaQ=(1,2,3,4,5,6) um espago de eventos equiprovdveis. Seja F =% a o -dlgebra
das partes de ) e P a medida de probabilidade definida em (0, 7 ) assim,
#A

para todo A € 7 . Considere os seguintes eventos,
A=1{1,2,6} e B=1{2,3,5}.

Deste modo, tem-se que

PA)=>=1 ¢ P(B)=2=1

6 2 6 2
Suponha agora que tenhamos a informagdo que o evento B ocorreu. Essa informagao poderd alterar
a probabilidade atribuida aos eventos em . A nova medida de probabilidade serd denotada por
P(.|B). Observe que podemos considerar que temos um novo espago amostral Qlg = B e uma nova
o -dlgebra
Fp={CCcB:C=ANB, paraalgumAc F}.

Desta maneira, tem-se que ¥y C F , por este motivo 7 g é denominada uma restri¢do de F ao evento
B. Assim, 0 novo espago de probabilidade seria (B, 75, P(.|B)). Para o exemplo acima, dado que o
evento B ocorreu, entdo o evento A sé ird ocorrer se o evento C = {1} = AN B ocorrer, assim

#ANB) 1

PA|B)=———2="_.

(A|B) #B) 3
Entretanto, ndo é necessdria a construgao deste novo espago de probabilidade, pois pode-se conside-
rar apenas uma nova medida de probabilidade para o mesmo espaco mensurdvel (0, F ). Para fazer
isso, basta que a nova medida de probabilidade P(.|B) seja vilida para todo A € F e ndo apenas

para A € Zg. Deste modo, para um dado evento B € F tem-se

P(A) P(AN(BUBY))
P(Q)  P(BUB°®)
_ P(ANB)+P(AN B®)
~ P(B)+P(B°)

P(A) =




Nestas condigoes segue que, dado que o evento B ocorreu, tem-se que
P(B)=0 e P(ANB)=0

logo pode-se definir P(.|B) para todo A € 7, com segue,

P(ANB
mmBﬁri——J
P(B)
Para o exemplo assim tem-se que,
1
P(A|IB)=3==
2

Definicao 3.12 (Probabilidade Condicional). Seja (92, #, P) um espaco de probabilidade. Seja B €
Z um evento tal que P(B) > 0. Entdo a probabilidade condicional, dado o evento B, é uma fungdo
denotada por P(.|B) e definida para todo A € F como segue,

P(AB)= % 3.1)

em que P(A|B) é chamada a probabilidade condicional de A dado B.

Teorema 3.1 (Regra do Produto). Seja {A,- eZ,i=1,..., n} eventos tais que,
n—1
PU}AJ>0
i=1

n
p (ﬂAn) = P(A1)P(A3|A1)P(A3|A1NAy)--- P(Ap AT NA N NAL).
i=1

entdo,

Demonstragdo. Fazer por indugdo. Para n =2 tem-se que P(A; NA,) = P(A;)P(A,|A,) pela Defini-
¢do 3.12 de probabilidade condicional. Supor que é valido para n = k, isto é,

P(A) NN AL) = P(A)P(As]A) X -+ X P (A

NELA; )
e entdo mostrar que vale para n = k + 1. Assim, seja By = ﬂleAl-, logo
P(BiNAgi1) = P(Bi)P(Ai11|Bi).
O

Exemplo 3.5. Uma urna contém 2 bolas brancas, 3 pretas e 4 verdes. Duas bolas sdo retiradas ao
acaso sem reposicao. Qual a probabilidade de que:

(a) Ambas sejam verdes?

(b) Ambas sejam da mesma cor?



Solucgdo: Tem-se que ) = {(b, b),(b,p),(b,v),(p,b),(p,p),(p,v),(v,b),(v,p), (v, v)}, em que b=bola
branca; p=bola preta e v=bola verde, assim:

(@) sejam os eventos A =retirar verde no 1o. sorteio e B =retirar verde no 2o. sorteio, logo,

- {(v,b),(v,p),(u, u)}; B= {(b, v),(p, v), (v, v)} eANB= {(u, u)}.

Assim,

P(AmB):P({(u,v)) P(A)P(B|A)—§ gzé.

(b) Seja C =Ambas sejam da mesma cor, logo, C = {(b, b),(p,p) (v, v)}. Portanto, de modo seme-

lhante ao item (a) tem-se que:
p({e.m})+p({w})
4
97~

P(c) —p ({(b,b)}) +
2.1 3 2
“9%8 e 8"

20 5

~ 72 18

p,p
3
8

Teorema 3.2 (Probabilidade Total). Seja {Ai eZ,i= 1,...,n} uma particao de 2 com P(A;) > 0
paratodoi=1,...,n. Entdo, para todo B € F tem-se que,

P(B)=) _P(A;)P(BIA,).
i=1

Demonstragdo. De fato, pois
B=BnO=Bn (U A),
assim,

P(B)=P(Bn (Ul A;))
=P (u;;l(Ai N B))

— ZP(Al- NB)= ZP(Ai)P(BlAi)‘
i=1 i=1

O]

Exemplo 3.6. Seja U, e U, duas urnas. A urna U, contém 3 bolas pretas e 2 vermelhas e a urna U,
contém 4 bolas pretas e 2 vermelhas. Escolhe-se ao acaso uma urna e dela retira-se ao acaso uma
bola. Qual a probabilidade de que a bola seja preta?

Solucdo: Seja A =bola preta. Note que U, e U, formam uma partig¢do de S, assim

P(A)= P(U))P(A|Uy) + P(Us)P(A|U) =
3 .1 19
1073730

+ =X

NI'—‘
UIIOJ
N~
|



Teorema 3.3 (Formula de Bayes). Seja {A;,i =1,...,n} uma parti¢do de ) com P(A;) > 0 para todo
i=1,...,n. Entdo, para todo B € F para o qual P(B) > 0 tem-se que,
_ P(A;)P(B|A))
> o P(ADP(BIA:)
Exemplo 3.7. Do exemplo anterior, calcule a probabilidade de que dado uma bola preta tenha sido
sorteada, ela seja da urna U, ?
Solucgdo: Primeiro note que U, e U, sdo uma particédo de ). Assim,
P(UL)P(P|Uy)

P(U,)P(P|Uy)+ P(U,)P(P|U>)

1 3
2X5

1 3 1 4
2X5+2X6

P(A;|B)

P(U,|P)=

w

_10_ 9

30

Definicao 3.13. Sejam A, B € & e((2,.7), P) um espago de probabilidade. Entdo A e B sdo inde-
pendentes se

P(A|B)= P(A) com P(B)>0 ouse P(B|A)= P(B) com P(A)> 0.
Isto é, o fato de um dos eventos ocorrer ndo altera a probabilidade do outro ocorrer, assim da Defi-
nigdo 3.12 de probabilidade condicional segue que,

P(AN B)= P(A)P(A|B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B).

Observacdo 3.7. Note que os conceitos de eventos disjuntos e eventos independentes ndo iguais. De
um modo geral, dois eventos disjuntos ndo sao independentes e vice-versa. A unica possibilidade
para que dois eventos disjuntos sejam independentes é se um deles tiver probabilidade zero. Por
outro lado, dois eventos independentes so serdo disjuntos se um dos eventos for o conjunto vazio.

Exemplo 3.8. Sejam dois eventos A e B tal que P(A) = %, P(A|B)= % e P(BJA)=1. Esses eventos sdo

4
independes?
Solucdo: Os eventos A e B sdo independentes, pois,

1 1 1
P(ANB)=P(A)P(BIA)= 2 x o =

_ _P(ANB) 3 1
PANB)= PB)P(AIB) = P(B) = s = =g

P(A)P(B)= % X 711 - % =P(ANB)

Definicao 3.14. Seja (2,7, P) um espago de probabilidade e A,, ..., A, eventos em F. Entdo os n
eventos sdo independentes se,
P(A,N---NA,)=P(A;)x P(A,)

Entretanto, os eventos sdo completamente independentes se,
P(Ai1 n--- ﬂA,‘k) = P(A,l) X...X P(A,k)

parak=2,...,neiy,...,iy=1,...,ntalquel <i; <...<ip <n.



Capitulo 4

Variaveis aleatorias

Neste capitulo serdo estudados o conceito de varidvel aleat6ria, sua classificacdo: discreta e
continua; os tipos de distribuicdao de probabilidade: funcao de probabilidade, funcao de distri-
buicdo e densidade de probabilidade; e os conceitos de esperanca e variancia para cada tipo de
varidvel aleatéria apresentada.

4.1 Conceitos e definicoes

Definicao 4.1 (Variavel aleatoria). Seja & um experimento aleatério e (2, 7, P) o espago de proba-
bilidade associado a &. Entdo uma fungdo X : 2 — R, que associa a cada elemento de «w € 2 um
numero real é uma varidvel aleatoria se,

X(B)= {w €0: X(w)e B} 7.

Observacdo 4.1. A fungdo X deve ser univoca, isto é, para cada w € Q) deve haver apenas um X(w)
associado. Entretanto, diferentes valores de w podem levar a um mesmo valor de X.

Exemplo 4.1. Considere o seguinte experimento: selecionar uma pe¢ca em uma linha de produgdo
e observar se a pega é boa ou ruim. Nestas condicoes, segue que 2 ={b,r} em que b=boa e r=ruim.
Consideremos a seguinte varidvel aleatoria,

Assim, considerando a o—dlgebra das partes de (Q, isto é, F = {@, Q,b, r} tem-se que para todo
intervalo I C R tal que:

o {0,1} &¢I, por exemplo [ =(—5,0), assim X () =@ F;

e 0clelé¢l, porexemplol = [0,%], assim
X1 (DH=x"1 ((0,0] U (0%]) =X"1o)ux! ((0%]) ={blug=1{bteZ;
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e 0¢1elel, porexemplo I =[1,2], assim

X=X, 1u@2D)=X"Y(1,1h)ux (1,2 ={rtua={rteZ;

e {0,1} €1, por exemplo I =0, 1], assim

X Y(D=X"1(0,00u(1,1]uU(0,1))=X"1OUXT(MHUX1(0,1)={b, r}U=0€e.Z;

Portanto X como definido é uma varidvel aleatéria.

Definicao 4.2. Seja (), #, P) um espago de probabilidade e X uma varidvel aleatéria. Entdo Px serd
a medida de probabilidade induzida por X no espago (R, Zx), tal que para todo A = X~ \(I) € F
tem-se que

Py(l)= P(X—l(l)) — P(A).
Portanto (R, Zx, Px) serd o espago de probabilidade induzido pela varidvel aleatéria X.

Observacao 4.2. De um modo geral, sempre que estamos trabalhando com a medida de probabili-
dade induzida por uma varidvel aleatoria X utilizamos a notagao Py, entretanto para que a nota¢ao
ndo fique muito carregada e desde que ndo possa haver confusdo nao utilizaremos o subescrito.

Definicao 4.3 (Funcao de Distribuicdo). Seja X uma varidvel aleatoria entdo sua fungdo de distri-
buigdo é definida como,

F(x)=P(X < x)=P(X()€(-00,x]) =P (Xl ((—oo,x})) ,

para todo x € R. F é também conhecida como funcao de distribui¢do acumulada de X.

Propriedades:

(P1) lim,,_ F(x)=0elim,_, F(x)=1;
(P2) F é continua a direita, isto é, para x,, | x tem-se que lim,, ., F(x,)= F(x™) = F(x);

(P3) F énao decrescente, isto é, F(x) < F(y) paratodo x,y € Rtalque x <y.

4.2 C(lassificacao das variaveis aleatorias

As variaveis aleatorias podem ser discretas ou continuas. A classe das varidveis aleatérias con-
tinuas ainda pode ser subdividida em trés: absolutamente continua, singular e mista. Neste livro
serd abordada apenas a varidvel aleatéria discreta e a absolutamente continua.

Definicao 4.4 (Varidvel aleatodria discreta). Uma varidvel aleatoria X é discreta se o niimero de va-
lores que X possa assumir for enumerdvel.



Definicao 4.5 (Funcao de Probabilidade). A func¢do de probabilidade de uma varidvel aleatoria X
discreta com Qx = {xl,--- ,xn}, é uma fungdo que atribui probabilidade a cada um dos possiveis
valores x; de X, isto é,

Py(x;)=P(X =x;)= P({w € 2: X(w)=x;}) = p(x;)
paratodoi€{l,2,...} esatisfaz as seguintes condigoes,
(i) paratodoic{l,2,...} tem-seque0 < p(x;)<1;

(if) Zie{l,z,...} p(xi)=1.

Exemplo 4.2. Seja & =langamento de duas moeda, seja X =ntimero de caras ocorridos. Assim,

Q= {(c, c),(c,r),(r,c)(r, r)} Qx = {0, 1,2} e

P(0)=P(X(0)) =P )=,

P(1)= p(x—l(l)) - p({(c, ) (r, c)}) = P(c,r)+P(r,c)= % - %

Py(2)= P(X—l(z)) — P(c,c)= i.

Deste modo, a funcao de probabilidade de X é dada por

X | Px(x)
ol I
i
g
2l 5

Definicdo 4.6. Para uma varidvel aleatéria discreta X com 2y = {xl, <, Xn }, a fungdo de distribui-
¢do é dada por,

Fx)= Y, Pd{x)= Y, PX=x)

X €0x:x; <x X €Qxx; <x

para todo x € R.

Exemplo 4.3. Do exemplo anterior tem-se que,

0 sex<0

1

- se0<x<1
F(x)=13 B

1 sel<x<?2

1 sex>2

Da defini¢cdo acima segue que

P(X(a)) c (a,b]) — Pla<X<b)=F(b)— F(a).



De fato,

F(b)-Fla)= ) P(X=x)- ) P(X=x)

xi<b xi<a
=[ > Px=x)+ Y PX=x)| - Y P(X=x)
xi<a a<x;<b Xi<a
— Z P(X=x;)=Pla<X<bh).
a<x;<b

Definicao 4.7 (Varidvel aleatéria continua). Uma varidvel aleatéria X é continua se o niimero de
valores que X possa assumir for ndo enumerdvel.

Definicao 4.8 (Varidvel aleatoria absolutamente continua). Uma varidvel aleatoria X é absoluta-
mente continua se existir uma fungdo ndo negativa f tal que para todo x € R,

Hm:J‘fUML

em que F é a fungdo de distribuicdo da varidvel aleatoria X.

Observacao 4.3. Note que toda varidvel aleatdria absolutamente continua é uma varidvel alea-
toria continua mas nem toda varidvel aleatéria continua é uma varidvel aleatoria absolutamente
continua.

A funcao f da Defini¢do 4.8 é chamada de funcao densidade de probabilidade, e da Definicao

4.8, segue que,
dF (x)

fx)=

para todo x € R aonde F for derivavel.
Propriedades da fun¢do densidade:

(i) f(x)>0paratodo x €R;
G [~ fxdx=1.

As propriedades (i) e (ii) sdo condicOes necessdrias e suficientes para que a funcdo f seja uma
densidade de probabilidade.

A partir da definicdo de funcdo de distribuicao para uma varidvel aleatéria continua tem-se
que,

P(X(w)e(a,b])=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X<Db)
b
=f f(x)dx = F(b)— F(a).

paratodo a,b R tal que a < b.

Exemplo 4.4. Seja X uma varidvel aleatéria continua. Seja f uma fung¢do como segue,

fla)= {Zx se0<1

0 caso contrario.



(@) Mostre que f é uma funcdo densidade de probabilidade;
(b) Calcule P(X <0,75)?
(c) CalculeP(X<0,75/0,5<X<1)?

Solucdo:
(a) f é uma fdp pois,

(i) f(x)>0 paratodox eR;
(if) _ _
J f(x)dx:J 2xdx=x2(1):1

Portanto,
0 sex<0
F(x)=1{x%2 se0<x<1
1 sex=>1.

(b) Do item anterior tem-se que,

3}2 9
P(X<0,75)=F(0,75)= = | =—.
4 16

(c) temos que,
P((X<0,75)N(0,5<X<1)) P(0,5<X<0,75)
P0,5<X<1) T P0,5<X<1)
F(0,75)— F(0,5) —3 5
T F)-F05 1-1 12

P(X<0,750,5<X<1)=

4.3 Esperancade uma variavel aleatéria

A esperanca de uma varidvel aleatéria nada mais é que o valor médio esperado da varidvel. Por
este motivo a esperanca é usualmente denominado de valor esperado.

Definicao 4.9 (Valor Esperado). Sejam (Q, Z, P) um espacgo de probabilidade, X varidvel aleatoria

neste espago e (QX, Fx, PX) o0 espago de probabilidade induzido por X. Entédo o valor esperado de X,
denotado por E(X), é para o caso em que X é discreta,

n
E(X)=) xiP(x)= ) xP)
i=1 xX€Qx
seZ?zl |x;|Px(x;) < 00, em que n = é o nuimero de elementos de(y, e para o caso em que X é continua

E(X) :J xf(x)dx

—00

se ff:o |x|f(x)dx < oo.



Exemplo 4.5. Seja X uma varidvel aleatéria discreta com fungdo de probabilidade,

x| P
0] 05
1025
21025

entao,
E(x)=0x%x0,54+1x%x0,25+2x0,25=0,75

Considere agora que X é continua e tem densidade de probabilidade dada por

2x se0<x<1
f(x)={ .
0 caso contrario.

entao,

o0

0 1

2

E(X):f x><0dx+J x><2xdx+f xdeng.
—00 0

1

4.3.1 Propriedades da Esperanca

1. Seja c € R uma constante, entdo E(c)=c;

2. Seja h uma funcao real, entdo
E(h(X))=Y_h(x;)P(x;)= Y h(x)P(x)
i=1 XENy

para o caso em que X é discreta e

o

E(h(X)) =J h(x)f(x)dx

—00

para o caso em que X € continua.

3. Sejam Xj,..., X, n varidveis aleat6ria entao
E(in) = E(X)).
i=1 i=1

Exemplo 4.6 (lista 3, exerc. 6).



4.4 Variancia de uma variavel aleatoria

Definicao 4.10. Seja X uma varidvel aleatéria definida no espago de probabilidade (2, 7, P). Entdo
a varidncia da varidvel aleatéria X, denotado por Var(X) é,

Var(X)=E ((X - E(X)?) = E(X*) - [EX)]".
Se X é uma varidvel aleatoria discreta, entdo
Var(X)= Z(xi - ,UX)ZPX(xi);
i=1

em que ux = E(X), ou
2

Var(X)= foPX(xi) — [Z x; Px(x;)
i=1 i=1

Se X é uma varidvel aleatoria continua, entdo

Var(X)= f (x —px)* f(x)dx

ou

Var(X):J xzf(x)dx—lf xf(x)dx].

4.4.1 Propriedades da Variancia

1. Var(c)=0, pois E((c — E(c))?>)=0;

2. Var(X=£c)=Var(X), pois

Var(X+c)=E ((X+c—E(X+c)))=E ((X+c—E(X)-c))
=E((X - E(X)?) = Var(X).
3. Var(cX)=c?Var(X), pois
Var(cX)=E((cX)) - [E(cX)]* = E(c*X?) — [cE(X)]*
= E(X?) - ¢ [E(0))" = [ E(X?) - [ECQ) | = c*Var(x).

Um resultado interessante que relaciona a probabilidade de um evento e a variancia é dada

pela desigualdade de Chebyschev.

Teorema 4.1 (Desigualdade de Chebyschev). Seja X uma varidvel aleatéria tal que a variancia
exista. Entdo para qualquer constante ¢ > 0, tem-se que

Var(X)
CZ

P(lX— E(X)| > c) <






Capitulo 5

Modelos Probabilisticos para variaveis
aleatorias

Neste capitulo vamos apresentar algums dos modelos mais usuais para varidveis aleatérias. O
capitulo esta dividido em duas partes: uma para varidveis aleatdrias discretas e outra para varia-
veis aleatorias continuas.

5.1 Modelos Probabilisticos para variaveis aleatdrias discretas

Nestas secao serdo apresentados trés modelos para varidveis aleatérias discretas: Bernoulli,
Binomial e Poisson. Existem ainda muitos outros modelos, entretanto, estes sao os mais basicos a
partir dos quais varios outros modelos podem ser derivados.

5.1.1 Distribuicao de Bernoulli

Seja (2, #, P) um espaco de probabilidade e X uma varidvel aleatdria neste espaco tal que para
um dado evento de interesse A € & tem-se,

X(w) 1 seweA
Q) =
0 seweA°

Nestas condi¢Oes segue que a funcao distribuicao de X é dado por,

{px x(1—p)=* sex={0,1}
0

Px(x)=
caso contrario

Uma funcao de probabilidade assim definida é chamada de distribuicao de Bernoulli. Agora ob-
serve que p = P(A). De fato, para x =1 tem-se,

P(l)=p= P(X—l(l)) — P(A).

Os experimentos que originam uma variavel aleatéria com distribuicdao de Bernoulli sdo chama-
dos de experimentos de Bernoulli.

Note o espaco amostral 2 pode ser enumeravel ou ndo enumeravel. Deste modo, o evento de
interesse A pode conter:
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e um Unico elemento, por exemplo, 2= {cara,coroa}, A={coroa} e A°={cara}l;

e varios elementos, por exemplo, 2 =1{1,2,3,4,5,6} A=1{2,4,6} e A°={1,3,5};

e um nuimero nao enumeravel de elementos, por exemplo, Q={x€R:0<x <3}, A={xeR:
x>1,65teA°={xeR:x<1,65};

Esperanca e variancia
Para X ~ ber(p) tem-se que,

1
E(X)=ZxP(x)=0x(1—p)+1xp:p.

x=0

Var(X)=E(X*)— [E(X)?= ) _x*P(x)—p*=0’x(1—p)+1*x p—p*=p(1-p).

x=0

Exemplo 5.1. Considere & =langamento de um dado. Considere que o evento de interesse seja a
ocorréncia de um niimero par, portanto A =1{2,4,6} assim

X(w) 1 sewe{2,4,6}
w)=
0 seweil,3,5}

ep=PA)= 2 =0,5. Portanto, a fungdo de probabilidade de X é dada por,

0,5 X 0,5'=* sex={0,1}
P(x)= L
0 caso contrdrio

Notagao: X ~ber(p)

5.1.2 Distribuicdao Binomial

Considere agora que um experimento de Bernoulli é repetido n vezes de maneira indepen-
dente, isto é, o espacgo de probabilidade (92, .7, P) associado ao experimento na i-ésima repeticao
é o mesmo em todas as n repeticoes do experimento. Seja (2", %,, P,) o espaco de probabilidade
ao experimento composto das n repeticoes e X uma varidvel aleatéria neste espaco tal que para
um dado evento de interesse A € .%, a varidvel aleatdria X conta o niimero de vezes que o evento A
ocorre em n repeticoes independentes de um experimento de Bernoulli. Nestas condi¢des segue
que a a funcao distribuicao de X é dado por,

(n)pxx(l—p)"—x sex=1{0,1,2,...,n}
Py(x)=1 \x
0 caso contrario

Em que p = P(A). De fato, considere x = n, assim

20
Py(n)= (Z )p" x(1-p)'~" =p"=P(X"(n)) = P("2,4) = [ | P(a) = P4y

i=1



Portanto, p = P(A). Notacao: X ~ bin(n, p).

Note que (') representa o ntimero de arranjos possiveis para a ocorréncia do evento A x vezes
em um seqiiéncia de tamanho n. Por exemplo, seja n =3 e x =2 entdo os arranjos possiveis sdo:

{(A,A,A”), (A,A”,A),(AC,A,A)}

portanto 3 arranjos possiveis. Entao a probabilidade do evento A ocorrer duas vezes em trés repe-
ticoes independentes do experimento é,

P({(A,A,Ac), (A,A°, A), (AC,A,A)}) — P(A, A, A°)+ P(A, A, A)+ P(A°, A, A)

=P(ANANA°)+P(ANA°NA)+P(A°“NANA)
= P(A)P(A)P(A°)+ P(A)P(A°)P(A)+ P(A°)P(A)P(A)
=3 x P(A)P(A)P(A°)=3 x p*(1—p).

Pela formula tem-se
3 2 3-2 3' 2 3-2 2
Pe(x)=|, | xp (A=p) = =-p (A=p) = =3p<(1-p).

Exemplo 5.2. Considere & =lancamento de uma moeda 10 vezes. Considere que o evento de interesse
seja a ocorréncia da face cara. Deste modo, qual a probabilidade de ocorrer 4 caras? Tem-se que
p =P(A)= P(c)=0,5. Da defini¢do segue que,

10 10!
Px(4)= 0,5* x(1-0,5)'""*=—0,5* x 0,5°=0,2051.
4 416!

Esperanca e variancia
Para X ~ b(n, p) tem-se que,
n

- n X n—x - n n_l X n—x
E(X)zgxPX(x):Zx(x)p x(1—p) :xzz;x;(x_l)p x(1-p)

x=1

— c n—-1 x—1 n—x __ C n—1 x—1 n—x—1+1
_;”(x—Jpo x(1-p) —np;(x_l)p X(1-p)

n n—
=npy, (x )PH x(1=p)" e N=npx(p+1-p)"'=np



E(X2)=;x2(2) p*x(1—p)"* =Zx(x -1+ D(Z) p*x(1—p)"*
zzx(x—l)( )p x(1=p)" "+Z ( )p x(1=p)"*

—Z (x—l)”(”_ll))( _ )pxx(l—p)"-x+E(X)

= (n—2
=n(n—1)Z(Z_z)pz><19"‘2><(1—p)”"“‘2+2+np
x=1
— n(n—-1)p? Z( )P =)

=n(n—-1p*x(p+1-p)+np.

portanto, Var(X)=n(n—1)p?x(p+1—p)+np—[npl>?=np —np?=np(l—p).

5.1.3 Distribuicao de Poisson

Seja X uma variavel aleatoria que conta o nimero de ocorréncia de um determinado evento
A por unidade (tempo, comprimento, drea, volume, etc), entdo a funcao de probabilidade de X é
dada por,

e~ Ax
sex=10,1,...,
P(x):{ *! { ;

0 caso contrario

Esta funcdo é chamada de distribuicdo de Poisson. Notagao: X ~ 2 (A)

Esperanca e Varianca:

i e AN
(x — 1)'




e, agora note que x? = x(x — 1)+ x, assim

% -2 x -A)x
2N 2 _ _
E(X)_;x ' _;[x(x D+l —
0 A9 x e e—AAx
=§x(x—1) ' +;x p
o0 e~—Ap2)x—2
= — 4
xz:z: (x—=2)
00 Ay
=22e*Y T 4a=22e et 42
y!
y=0
=A*+2

Portanto,
chr(X):/12+A—)L2 =A

Exemplo 5.3. Num livro de 800 pdginas hd 800 erros de impresdo. Qual a probabilidade de que
uma pdgina escolhida ao acaso contenha pelo menos 3 erros?
Solucgao: Seja X a varidvel aleatéria que conta o niimero de erros por pdgina, assim

800
A=EX)=— =1
800

Portanto,

Px(X>3)=1—Px(X <3)=1-[Px(0)+ Px(1)+ Px(2)]
[e—ll0 e 111 e—llz]
=1-

0! * 1! * 2!
-1 1 -1
=l-e 1+1+§ =1-2,5e
=0,0803

Exemplo 5.4. Numa central telefonica chegam 300 telefonemas por hora. Qual a probabilidade de
que:

(@) Num minuto ndo haja nemhum chamado?
(b) Em 2 minutos haja 2 chamadas?
(c) Em t minutos, ndo haja chamadas?

Solucdo:
(a) Seja X a varidvel aleatoria que conta o nimero de chamadas por minuto. Assim,
300



Portanto,

e550
Px(0)= o e>=0,0067
(b) Seja X, a varidvel aleatoria que conta o nuimero de chamadas por cada 2 minuto. Assim,
300
A =E(X,)=——=10
2= E(X2) 30
Portanto,
e—10102
Py, (2)= = 50e"1°=0,0023
(c) Seja X, a varidvel aleatéria que conta o niimero de chamadas por cada t minuto. Assim,
300
At = E(Xt): 60 =5t
T
Portanto, ; .
e >t (5¢

Observacao 5.1. Do exemplo anterior pode-se concluir que a probabilidade de ocorréncia de um
determinado evento A em t unidades é dada por,

e’lt()\t)x

—=> sex=10,1,...,}
PX,(x): o L.

0 caso contrario

5.2 Modelos Probabilisticos para variaveis aleatdrias continuas

Nesta secao serdo apresentados os dois modelos continuos que serdao necessarios para o de-
senvolvimento do restante deste livro, a saber: Distribuicao normal e a distribuicao t-Student.

5.2.1 Distribuicao Normal

Dizemos que uma v.a. X tem distribuicao normal com média u e varidncia o? se sua fungao
densidade de probabilidade é dada por

flx)=

1 ( (x— u)z)
exp | — >
V2no? 20
para todo x € R, em que E(X)=u e Var(X)=oc?. Notagao: X ~ N(u,oc?).
Principais caracteristicas:

1. Amoda, mediana e a média sdo iguais a u;

2. A funcao tem dois pontos de inflexdo, um em x =y — 0 e outroem x = U+ o, em que o € 0
desvio padrao de X;

3. Acurva é simétrica em torno de x = u, isto implica que dado um a € R tem-se que f(u—a)=
flu+a), logo F(u—a)=Px(X Su—a)=P(X >u+a)=1-F(u+a)seu=0 entdo
F(—a)=1- F(a).



Problema: Dificuldade no cdlculo de Px. Existem tabelas apenas para X ~ N(0, 1).
Solucao: Fazendo a transformacao,

X_
Z:T‘u = Z Y 2)=0z+u

segue que,
P/(Z < z)=P;((~0,2]) = Px (Z—l ((—oo0, z])) =Py (X < Z-l(z)) =P(X<oz+pu).

Portanto a varidvel aleatéria Z também tem distribuicao normal. Falta determinar com que
parametros. Agora note que,

E(Z):E(ﬂ):E(X)_E(ﬁ):@_ﬁzo
g

o o o o

Var(Z)=Var (X—u) =Var (E— E) =Var (E) = Var(X) =1.
o o o

o o2

Portanto Z ~ N(0, 1). Nestas condicdes segue que para x =0z + u tem-se que

X—
o

Z =

portanto,

Px(XSX)sz(ZSZ):PZ (ZS ?)

Deste modo pode-se utilizar as tabelas para distribuicdes normais com média zero e variancia 1
para calcular a probabilidade de varidveis com distribuicoes normais com média u e variancia o2.

Exemplo 5.5. Seja X ~ N(100,25), calcular:
(@) Px(100<X<106);

(b) Py(X >108);

(b) Px(X>x)=0,025;

Solugdo:
(a) Tem-se que o = +/25 =15 e Portanto,

100 — 100 106 — 100
Py (100 < X <106)= P, (T <7< T) =P,(0<Z<1,2)=F(1,2)— F(0).
Da tabela: F(0)=0,5 e F(1,2)=0,8849, assim Px(100 <X <106)=0,8849—0,5=0,3849.
(b) Py(X > 108) = 1—P((X <108) =1— P, (Z<1®10) =1 - P2 <1,6)=1- F(1,6)= 1 —
0,9452 =0, 0548.
(©P(X>x)=1-P(X<x)=1-P;(Z< x—T““’) =1-P,(Z <z)=0,025 portanto P,(Z < z) =
0,975 da tabela tem-se que: x =1,96.



5.2.2 Distribuicao t-Student

Dizemos que uma v.a. X tem distribuicdo t com v graus de liberdade se sua funcao densidade
de probabilidade é dada por

) ()
==ty ()

N

para todo x € R. Notag@o: X ~ t,. Tem-se ainda que E(X)=0parav >1e

v
Var(X)=——
v—2

parav > 2.
Principais caracteristicas:

1. Amoda, mediana e a média sdo iguais a 0;

2. A curva é simétrica em torno do 0, isto implica que dado um a € R tem-se que f(—a) =
f(+a),logo Px(< —a)=Px(> a);

3. quando os graus de liberdade aumentam a distribuicgdo ¢, se aproxima da distribuicao nor-
mal com média zero e variancia 1.

Exemplo 5.6. Seja X ~ ts, calcular:
(@)

Py(—2,57< X <2,57)=P(X <2,57)— P(X < —2,57)=[1— P(X >2,57)] — P(X > 2,57)
=1-2xP(X>2,57)=1-2x0,025=0,95;

(b) Px(X>x)=0,01 isto implica x = 3,365.



Capitulo 6

Distribuicoes Amostrais

A inferéncia estatistica estd interessada em tomar decisdes sobre uma populacao, baseando-se
apenas na informac¢do contida em uma amostra aleatéria da populacao de interesse. Por exemplo,
o engenheiro de uma fabrica de refrigerantes pode estar interessado no volume médio de enchi-
mento de uma lata de refrigerante que espera-se ser de 300 ml. Deste modo, para verificar se a
maquina que faz o enchimento esté regulada, o engenheiro coleta uma amostra aleatéria de 25
latas e calcula o volume médio amostral obtendo X = 298ml. A préxima pergunta que o enge-
nheiro desejara responder é qual a probabilidade do volume médio de enchimento de uma lata
de refrigerante seja maior que 305 ml e menor que 295 ml dado que o valor observado da média
amostral foi x =298ml? Para responder a esta questao, em primeiro lugar, note que a média amos-
tral X = Z ;1 Xi € uma fungao de varidveis aleatorias, portanto € também uma variavel aleatoria,

logo X possui uma distribuicdo de probabilidade associada.

Definicao 6.1. Uma amostra aleatoria de tamanho n de uma varidvel aleatéria X com fungao dis-
tribuicdo F, é um vetor X = (X3, X,, ..., X,) em que as componentes X; sdo independentes e possuem
distribuicdo F.

Da Definicdo 6.1 pode-se concluir que dada uma amostra aleatéria X = (X3, X5, ..., X,,) de uma
variavel X com média u e variancia o2 entao E(X;)=u e Var(X;)=o0? paratodo i ={1,2,...,n}.

Definicao 6.2. A distribuicdo de probabilidade de um estimador é chamada de distribui¢cdo amos-
tral.

Por exemplo, a distribuicao de probabilidade de X é chamada de distribuicdo amostral da mé-
dia. Portanto, dado que X em uma distribui¢ao de probabilidade pode-se calcular P(295 < X <
305) bastando para isso conhecer a distribuicdo de probabilidade de X.

Observacao 6.1. A distribuicdo amostral de um estimador depende da distribui¢do de probabili-
dade da populagdo da qual a amostra foi selecionada, do tamanho da amostra e do método de
selecdo da amostra.

Um resultado importante muito utilizado em inferéncia é o Teorema Central do Limite, que
fornece uma inportante conclusdo a respeito da distribui¢dao da soma de varidveis aleatoérias inde-
pendentes.
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Teorema 6.1. Seja {X,,, n > 1} uma seqiiéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamnte
. . , 2 qe . . ~ n
distribuidas, com média u e variancia o? < co. Entdo, para S, = Zi:l X,,, tem-se

Sn—E(Sn)_S —nu d,

v Var(S,) ~ ovn
6.1 Distribuicao Amostral da Média

— N(0,1)

Seja X uma variével aleatéria com média u e varidncia o2. Entao,

(i) Se X ~ N(u,0?)tem-se que, X~N (,u; "72), em que

)_(_Z?ZIXZ-_X1+X2+---+X”
n n ’

para Xi,...,X,, uma amostra aleatéria da varidvel X. De fato, pode-se provar que a soma
de variaveis aleatérias independentes, cada uma com distribuicao normal com média u e
variancia o? também terd um distribuicao normal, com média

— LX) 1 1
E(X)=E(T1 =;;E(Xi)=;nu=u,

e variancia Z .
— X 1
Var(X)=Var (Tll) =3 Var (ZXi)
Resultado:

Var(zn:X,-) ZVar(X)-l—ZZ Z Cov(X;, X;)
i=1

i=1 j=i+1
em que
COU(X,’,X]'):E(X,'Xj)—E(Xi)E(Xj)

se X; e X; forem independentes entdo E(X;X;) = E(X;X;), logo Cov(X;,X;) = 0 e portanto
para Xi, ..., X,, independentes, segue que

Var (iXi) = i Var(X;).
i=1 i=1

Deste modo, segue que,

Var(X)=— ZVar(X)——ZU :inazza—z.

Portanto, .
X—u

(o4

Z= ~N(0,1)
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Entretanto, se o valor da varidncia nao for conhecido utilizaremos o estimador,

2 — Z?:I(Xi B )_()2
n—1 ’
para o2. Deste modo temos que,
X —
T 3 th—1

Se X nao tiver distribuicdo normal entdo pelo Teorema Central do Limite segue que a distribuicao
2 s 2 . PR T PN . 2
da média amostral serd aproximadamente normal com média u e variancia *-.

Observacao 6.2. A qualidade da aproximacdo normal para a distribui¢do amostral da mé-
dia dependerd do tamanho da amostra e da distribuicdo da populacdo de onde foi retirada a
amostra. Em muito casos de interesse prdtico, se n > 30 a aproximagdo normal serd satisfato-
ria, independente da distribuicdo da populagao.

Exemplo 6.1. Uma fdbrica produz resistores que tém uma resisténcia média de 1002 com desvio
padrdo de 105). Supondo que a distribuicdo das resisténcias seja normal, encontre a probabilidade
de uma amostra aleatoria de 25 resistores ter uma média menor que 95¢).

Solugdo:

95—-100

10

P()_(<95):P(Z<
V25

) = P(Z <-2,5)=0,0062

6.2 Distribuicao Amostral da Proporcao

Seja X ~ ber(p). Retirada uma amostra aleatéria (X;,...,X,) da varidvel X, tem-se que, Y =
Xi+---+X,, ~b(n,p), pois Y conta o nimero de vezes que um certo evento de interesse A aparece
na amostra. Lembrando que E(Y) = np, isto é, E(Y) é o nimero médio de vezes que o evento
de interesse aparece em uma amostra de tamanho n. Assim, p = %, logo p é a proporcao de
vezes que o evento de interesse aparece em uma amostra de tamanho n. Portanto, dada amostra
aleatéria (Xj,...,X,), um estimador para o parametro p é dado por,

X1+ +X,
—.

p=

Agora note que, para 0 < k < n, tem-se,

k Xi++X, k
P(ﬁ:—) :P(L:—) =P(Y=k)
n n n

Portanto, podemos obter a distribui¢ao de probabilidade de p a partir da distribuicao de proba-
bilidade de Y. Foi anteriormente visto que a distribuicdo da média amostral pode ser aproximada
pela distribuicao normal para n grande. Assim note que,

X4+ X,
B n

=X.

)



Logo, do Teorema Central do Limite, segue que p terd distribuicdo aproximadamente normal com
média,
- Xi+--+X 1 1
E(p)=E (%) = ;E(Xl +-+X,)= —np=p

e variancia,

- Xi4-4+X) 1 1 p(1-p)
Var(p)=Var (T) = ﬁVar(X1+---+Xn)= ﬁnp(l—p): —

=)

Portanto, p XN (p, . Deste modo,

D
_— N(0,1).
p(1-p) n—oo

Exemplo 6.2. Tem-se que p =0,47 logo

22

N(0,1)

portanto,

_ 0,5—0,47
P(p>05)=P, | Z>—"—— | =P,(Z>1,34)=0,09

0,47x0,53
500

Exemplo 6.3. Tem-se que X ~ N(180,402) logo para uma amostra de 16 elementos tem-se que X ~
N (180, %), portanto:
(a)
P(X>168,X<192)=1—P(168<X<192)=1—P(-1,2<7<1,2)=0,2301;
(b) 36 x P(X > 175)= P(Z > —0,125) ~ 20;
(c) Do problema tem-se que p =0,2 e P;(p <0,1)=0,05 isto implica que,

0,1-0,2 0,2x0,8 1
———=-1,64 logo =
0,2x0,8 n 16,4

n

Deste modo, segue que
P5(p >0,25)= P,(Z > 0,82) =0,2061.



Capitulo 7

Inferéncia Estatistica

Objetivo: Produzir afirmacoes a respeito de uma determinada populacdo de interesse, usual-
mente sobre caracteristicas desta populacdo, a partir de uma amostra desta populacao.

Exemplo 7.1. Para investigar se um determinado processo estd produzindo pecas dentro das espe-
cificagoes técnicas exigidas, neste caso didmetro nominal de projeto é 15 mm, realizou-se o seguinte
experimento: coletou-se uma amostra aleatoria de 50 peg¢as e mediu-se o didmetro de cada uma,
obtendo-se um didmetro médio de X = 16,5 mm. Esta é uma estimativa pontual da verdadeira
média populacional u.

A préxima questdo é: Qual a margem de erro(E) desta estimativa? Ou de outra maneira, para
qual intervalo de valores possiveis para u,

(X-E;X+E)
posso ter uma confian¢a 100(1 — a)% de que este intervalo conterd o verdadeiro valor u?
Uma outra questdo de interesse é: Serd que o valor de X mostra evidéncias que y =15 mm?
Descrevemos neste exemplo, os trés problemas bésicos da Inferéncia Estatistica:
(i) Estimacdo pontual;
(ii) Intervalo de confiancga;

(iii) Teste de hipétese.

7.1 Estimacao Pontual

Objetivo: Encontrar estimadores que possuam boas propriedades, para que a partir deles se possa
encontrar estimativas para os parametros populacionais de interesse.

Definicdo 7.1 (Estimador). E uma funcdo da amostra, logo é também uma varidvel aleatéria. Ex.:
Dada uma amostra aleatoria X = (Xl, ... ,Xn) da varidvel X tem-se que um estimador para a média

é dado por:
X1+ + X,

n

X=
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Definicdo 7.2 (Estimativa). E um particular valor numérico assumido por um estimador. Ex.: Dado
a amostra X = (5,4,6) tem-se que,
5+4+6
Y
3

X=
€ uma estimativa para (.

5 0 : parametro populacional de interesse
Notacao: | ~ .
0 : Estimador para 6

7.1.1 Propriedades de um estimador

Que propriedades deveriamos esperar de um bom estimador? E importante que a distribuicdo
seja o mais concentrada possivel em torno do verdadeiro valor do parametro 6. Se tal ocorrer,
entdo quase toda a vez que for extraida uma amostra, a estimativa resultante 0 estara proxima do
verdadeiro valor 6.

Néo viciado. Um estimador 8 é ndo viciado para 0 se, E) =0, para todo 6 € O(espaco pa-
ramétrico) e para todo n(tamanho da amostra). Portanto o vicio de um estimador é dado
por,

b(0)=E(0)-0.

Exemplo 7.2. Paraji=X temos que,

— Xi+-+ X, EXy)+--+ E(X,
E(X):E( 1 ): (X)) (X2)
n
Suposicdo: X = (Xl,...,Xn) é uma amostra aleatoria da varidvel X que tem média u e va-
ridncia 0?2, portanto E(X;) = E(X;) == E(X;y) = EX)=u e Var(X;) = Var(X;) =--- =
Var(X,,)=Var(X)=o?. Logo,
nxu

EX)= =U.

Portanto X é um estimador ndo viciado para (.

Consisténcia. Um estimador 0 é consistente se ele for assintéticamente nao viciado, isto €,

lim E(§)=6

n—00

e se sua variancia tende a zero quando n aumenta, isto €,

lim Va r(@) =0

n—0o0



7.2 Intervalo de Confianca

Em muitas situacdes, uma estimativa pontual ndo fornece informacao suficiente sobre um
parametro. No exemplo sobre o processo produtivo de uma peca em que o didmetro nominal
de projeto era 15 mm e a partir de uma amostra aleatéria de 50 pecas, verificou-se um didmetro
médio de X = 16,5 mm. Entretanto, é improvavel que a verdadeira média u seja exatamente igual
a 16,5. Assim, é necessdrio que se saiba o quao preciso foi a estimativa pontual obtida. Uma
maneira de se fazr isso € atraves de uma estimativa intervalar do parametro denominado intervalo
de confianca.

Um intervalo de confianca é um intervalo de valores utilizado para estimar o verdadeiro valor
de parametro populacional. De um modo geral, estamos interessados em encontrar um intervalo
da forma (0 E;0+E ), em que 6 é o estimador de um parametro de interesse 6 e E é a margem
de erro ou erro de precisao.

Definicao 7.3 (Margem de Erro). Sejae = 0 — 0 o erro amostral, entdo, a margem de erro é definido
como a diferenga mdxima provdvel, com probabilidade 1 — a, entre o estimador 6eo pardmetro 0,
isto é,
Pl0—-0|<E)=1-a

Para ( ) amargem de erro é denominada erro amostral maximo, en-
quanto que ( ) afirma que a margem de erro é também conhecida como erro maximo
de estimativa.

Da definicdo de margem de erro, percebe-se que todo intervalo de confianca esta associado a

um nivel de confianca 100(1 —a)% que é a probabilidade de que o intervalo contenha o verdadeiro
valor do parametro, isto €,

P(@—E<9<§+E)=1—a, 0<a<l

Logo, a serd a probabilidade de que o intervalo ndo contenha o verdadeiro valor do parametro.
A margem de erro E devera ser tal que,

P(|§—9| SE).

Deste modo,considerando que 6 ~ D(6, 0%), segue que,

|9—9|={§_/~9 se(zze
—(0—-0) sef<0.
Assim,
{|9—0|<E}={§—0SE}O{—(0—0)>E}:{—ES§—0SE}
Portanto,




em que a; + @ = a. Se a distribuigdo de 6 for simétrica, entdo a; = a, = 5. Logo, considerando a
simetria tem-se que
E=w:0p
2

Notacgdo: IC(0;(1—a)%) = (§—E; §+E)

7.3 Intervalo de Confianca para a Média

SejaX=(X;,...,X,) uma amostra iid(independente e identicamente distribuida).

7.3.1 Caso 1: X possui distribuicao normal com Variancia conhecida.

Tem-se que, Uy:%e
X-p
——~N(0,1)
NG
assim,
E g = IC(u;1-a)%)=(X 9 X4z.2
=z L= = —Za——; Za—
n a ’ VTR VT

7.3.2 Caso 2: X possui distribuicao normal com Variancia desconhecida.

Quando a Variancia o2 é desconhecida, substituimos o2 por S§?, assim,

S ~ tn—l

v

portanto,

_ S _ e S - S
E_t(n—l,%)ﬁ = IC(“’(l_a)%)—(X_t(n—1,g)ﬁ’X+t(n_1,g)ﬁ)

7.3.3 Caso 3: Grandes Amostras: n>30.

Se a Variancia o2 for desconhecida,

X - M a

NG
logo,
E=zi—— = IC(u;(1-a)%)=X-ze—; X+20—
=Za yUl—a = -3¢ , Zg
S a ’ VA
Se a Variancia o? for desconhecida, substituimos o? por S?,

X —

LN, 1)

vn



logo,

E=z

IR

S . e S = S
T = IC(u;1—a)%) = (X—zg = ,X—i—z;\/—ﬁ)
Exemplo 7.3. Em uma amostra aleatoria de 25 mulheres observou-se uma taxa média de hemoglo-
bina de 16g/100m!l. Supondo que a taxa de hemoglobina em mulheres é uma varidvel aleatoria
com distribui¢do normal com desvio padrdo o =1g/100ml de sangue. Determine um intervalo de
confiangca com um nivel de confianga de 95% para a média p. Se a taxa média de hemoglobina em
mulheres normais fosse de 17g/100m1, o que vocé pode concluir a partir do IC acima?

Solucéo: Do problema tem-se que X = 16 e o = 1. Tem-se ainda que a = 0,05 portanto ze =1,96.
Assim,

1
IC(u;95%) = (16—1,96—;16+ 1,96

1
N «/_2_5) = (15,6, 16,4)

7.4 Intervalo de Confianca para a proporcao

Seja X ~ ber(p). Retirada uma amostra aleatéria (X3, ...,X,) da varidvel X, tem-se que, Y =
Xi+---+X,, ~ b(n, p), pois Y conta o nimero de vezes que um certo evento de interesse A aparece
na amostra. Um estimador para o parametro p é dado por,

Xi+-+X,

p= n

Do Teorema Central do Limite, segue que,

D
—_— N(0,1)
p(1-p) n— o0

e portanto, para n grande (n X min(p, 1 — p) > 10),
-~ a p(1—p)
~ N|p———|.

Como p nao é conhecido a variancia do estimador p também nao é conhecida e portanto
deveremos utilizar o préprio estimador p para estimé-la. Nestas condicdes, segue que,

PZP & N,

Intervalo de Confianca para a proporc¢ao
Suposicoes:

e A amostra é aleatéria simples;

e As condicdes para a distribuicdo binomial sao satisfeitas.



e Adistribuicdo normal pode ser utilizada para aproximar a distribuicdo das propor¢des amos-
Um intervalo de confianca com nivel de confianca de (1 — @)% é dado por:

trais se (n x min(p, 1 — p) > 10) sdo satisfeitos.
[p(1—p [p(1—p [5(1—7p
E=2za pu=p) = IC(p;(l—a)%)z(ﬁ—Za u;;’5—|—z pu=p) p))
2 n 2 n n

Exemplo 7.4. Quando Mendel realizou seus famosos experimentos em genética com ervilhas, uma
amostra das descendentes consistia de 428 ervilhas verdes e 152 ervilhas amarelas.

IR

(a) Determine um intervalo de confianca com nivel de confianga de 95% para a porcentagem de
ervilhas amarelas;

(b) Com base na teoria da genética, Mendel esperava que 25% das ervilhas descendentes fossem
amarelas. Dado que a porcentagem das ervilhas amarelas néo é 25%, os resultados contradi-
zem a teoria de Mendel?

Solucdo:
(a) Dada a amostra de 580 ervilhas, temos que uma estimativa para a propor¢ao de ervilhas ama-

relas é
152
p=—=0,262
580

portanto, np =152 >5 en(1— p)>5, assim,

0,262(1—0,262)
IC(p;95%) = 0,262—1,96 x =50

=(0,262—0,036 ; 0,262 +0,036) = (0,226 ; 0,298)

0,262(1—0,262)
;0,262 +1,96 x

580

7.5 Teste de Hip6tese

Um hipé6tese é uma suposicao a respeito de um determinado problema, por exemplo:

Um lote de parafusos, de origem desconhecida, serd leiloada a um preco muito convidativo.
Um industria estd interessada em adquirir um lote desses parafusos, entretanto, ela precisa saber
se os parafusos satisfazem as especificacdes técnicas relacionadas a resisténcia a tracao. O edi-
tal do leilao diz que, pouco antes do inicio do leildo serad divulgada a resisténcia média de uma
amostra de 25 parafusos. Qual a regra de decisdo deve ser utilizada pela industria?

Estas suposicoes podem ser formuladas através de um teste de hip6tese estatistico, que é um
processo de decisdo para avaliar as hipoteses feitas a respeito de uma determinada populagao.
Desta forma, testar uma hipétese, significa verificar se um pressuposto é verdadeiro ou nao. Esta
verificacao é feita através de uma amostra coletada da populacdo em estudo; no exemplo anterior
a populacao era o lote de parafusos.

Portanto, o objetivo de um teste de hipotese é fornecer uma metodologia(procedimento) que
nos permita verificar se os dados amostrais trazem evidéncias que ap6iem ou ndao uma hipétese
estatistica formulada.

Assim sendo, a formulacdo de um teste de hip6tese estatistico inicia-se com a afirmacao de
uma hipotese estatistica.



Definicdo 7.4 (Hip6tese Estatistica). E usualmente uma conjectura a respeito de um parametro
populacional.

No exemplo dos parafusos, a industria deseja saber se a resisténcia média a tracao é superior a
145 Kg, isto &, u > 145.

Para cada situacao existem dois tipos de hipotese estatistica: a hip6tese nula denotada por H
e a hipétese alternativa denotada por H,

Existem basicamente 3 tipos de formula¢des para os testes de hipotese:

Situacao A. Uma mdquina automadtica para encher pacotes de café foi regulada para colocar em
média 500 g de café com uma variancia de 400 g2. Apds algum tempo de trabalho, deseja-se
verificar se a média do processo estd sob controle, as hipdteses para esta situacao sao:

Hy: p=500
Hy: u#500
Este teste é denominado teste bilateral;

Situacdao B. O dono de uma fabrica de confeccdo de tapetes estd desconfiado que esta havendo
um gasto excessivo de tinta em uma das etapas do processo. Sabe-se que a quantidade
média de tinta gasta no processo é de 1,6 [/, as hip6teses para esta situagdo sao:

Hy: pu=1,6 ou u<l1,6
Hl: ‘Ll,>1,6

Este teste é denominado teste unilateral a direita;

Situacdo C. Uma companhia farmacéutica desconfia que o tempo de duragdo do efeito de um
medicamento da companhia concorrente é menor que o anunciado por ela que é 225 minu-
tos, as hipdteses para esta situacao sao:

Hy: p=225 ou u=225
Hy: u<225

Este teste é denominado teste unilateral a esquerda.

Em um teste de hipodtese, existem apenas quatro resultados possiveis:

H, é verdadeira H, é falsa
Rejeitar Hy Erro tipo 1 Decisao correta
Nao Rejeitar H, | Decisao correta Erro tipo II

Elementos de um teste de hipdtese

Nivel de significancia: Ea probabilidade de se cometer o erro tipo I, é denotado por ¢, isto é,

P(Erro tipo I) = a = P(Rejeitar Hy|H, é verdadeira).



Beta do teste: E a probabilidade de se cometer o erro tipo II, é denotado por 3, e é dado por,

P(Erro tipo II) = 8 = P(Nao Rejeitar Hy|H, é falsa).

Regido Critica(RC): Eo conjunto de valores de 0 para o qual a hip6tese deve ser rejeitada,
também chamada de regiao de rejeicao.

Nivel descritivo ou p-valor do teste: E a probabilidade de ocorrer valores do estimador 8, mais
extremos que o valor observado 0(w) = x, isto é, que a estimativa obtida, sob a hipétese que H, é
verdadeira, isto é,

e Se H;:0 > 0, entdo x — 6, > 0, assim

~ — 0,
p-valor=P(6 >x|H0 é verdadeira) = P (W> al 0) ;

e Se H,:0 < 6, entao x — 6, <0, assim

~ — 0,
p-valor = P(6 <x|H0 é verdadeira) = P (W <= o) .

Logo, em qualquer uma dessas situagoes tem-se que

[-5)
p-valor=P| W >

Og
e Se H,:0 # 0, entao, x — 0, >0 oux — 0, <0, assim

p-valor=2xP| W >"——
Tg

Observe que quanto menor for o p-valor, mais forte serd a evidéncia de que a hip6tese Hy nao
é verdadeira. Portanto, o p-valor mede a forca da evidéncia contra H,. Em outras palavras, quanto
menor o p-valor menor seré a probabilidade de H, ser verdadeira.

Observacao 7.1. Sempre que acontecer 0(w) = x = 0, entdo nao rejeita-se a hipotese H.

7.6 Procedimento Geral do Teste de Hip6tese - Uma Amostra
1. Formulacao das hipéteses:

H()I 9200
Hy: 0#6,

Hy: 0<6, . ~
Situacao C:
Hl 1 0> 00

H()Z 3290

Situacdo A:
Hl 1 0< 90

Situacdo B: {

2. p-valor:



e Nas situacoes B e C,
|x — 60|
p-valor=P| W > '"—

e Nasituacdo A,

p-valor=2xP| W>"——

3. Regido critica:
Situacdo A: RC=] -
Situagdo B: RC=]—
Situacdo C:  RC = [w, ,00]
em que w,,, W, € w, satisfaz as seguintes condicoes:

P(WS wcl) =a
P(W=>w,)=a,.

PW>w.,)=P(W<-—-w,)=aqa.

em que a; + a, = a. Se a distribuicdo de W for simétrica entdo, w,, = —w,, e nesse caso
== % Avariavel transformada W é chamada de estatistica do teste, e nesse caso como
a distribuicao de W nao depende de nenhum parametro desconhecido, denominamos de
quantidade pivotal.

Se 05 nao for conhecido entdo substitui-se pelo respectivo estimador 7.

4. Decisoes e Conclusdes possiveis:

Pelo método do p-valor:

e rejeitar Hy se p-valor<a.
Conclusao: Como p-valor< « rejeitamos H, ao nivel de significancia de 100a¢%. Logo,
existem evidéncias de que a hip6tese H, é verdadeira;

e njo rejeitar H, caso contrdrio.

Conclusao: Como p-valor> a nao rejeitamos H, ao nivel de significancia de 100a%.
Logo, ndo existem evidéncias de que a hipdtese H; é verdadeira.

Pelo método da regiao critica:

e rejeitar Hy se W,,; € RC.
Conclusao: Como W,,; € RC rejeitamos H, ao nivel de significancia de 100a%. Logo,
existem evidéncias de que a hipdtese H; é verdadeira;

e nao rejeitar Hy se W,,; ¢ RC.

Conclusao: Como W,,; ¢ RC nao rejeitamos H, ao nivel de significancia de 100a2%.
Logo, nao existem evidéncias de que a hipotese H; é verdadeira.



7.7 Teste de hip6tese para a média

Seja X uma variavel aleatéria com média u e desvio padrdo o. Seja i = X um estimador para
u e ox o desvio padrdo deste estimador.

7.7.1 Caso 1: X possui distribuicao normal com Variancia conhecida.

Estatistica do teste:

° ~ N(0,1)
Regido critica:

Situagdo A: RC={x€R:x<-zcoux>2zs}
Situacdo B: RC={xeR:x>z,}
Situacdo C: RC={xeR:x<—z,}

p-valor do teste:

e Para as situacoes B e C tem-se que p-valor= P (Z > M)
vn

S

e Para a situacdo A tem-se que p-valor=2 x P (Z > M)

7.7.2 Caso 2: X possui distribuicao normal com Varidncia desconhecida.

Estatistica do teste:

T= = ~ In-1;

Bl

Regido critica:

Situagdo A: RC={xeR:x < —0(n-1,2,) OUX = t(nq,g,)}
Situagdo B: RC={x€R: x> f(n_1,4,)}
Situagdo C: RC={x€R:x < —t(n-1,0)}

5

p-valor do teste: p-valor =P (T > M) p-valor do teste:

e Para as situacoes B e C tem-se que p-valor= P (T > M)

Sl

vn

e Para a situacdo A tem-se que p-valor=2 x P (T > ]X_Tml)



7.7.3 Caso 3: Grandes Amostras: n>30.

Estatistica do teste:

e Se a variancia for conhecida:

Z= =——— < N(0,1)
Ox «/_ﬁ
e Se a variancia for desconhecida:
X — X—
7= Uo — Uo 4 N(O, 1)

Regido critica:

Situagdo A: RC={x€R:x<-zcoux>z:}
Situacdo B: RC={xeR:x>z,}
Situacdo C: RC={xeR:x<—z,}

p-valor do teste:

e Para as situacoes B e C tem-se que p-valor= P (Z > M)

3

vn

e Para a situacdo A tem-se que p-valor=2 x P (Z > M)

7.8 Teste de hipétese para a proporcao

Seja X uma varidvel aleatéria com ditribuicdo X ~ ber(p). Seja X = (Xj,...,X,) uma amostra
i.i.d. de X, entdo um estomador para o paranetro p é dado por

_ i _k

n n

em que k é o nimero de vezes que o evento de interesse aparece na amostra X.

Estatistica do teste: pelo Teorema Central do Limite, tem-se para n grande que a estatistica do
teste é dada por
P — Po a

/ po(1—po)
n

Situagao A: RC={x€R:x<-zcoux>z:«}
SituagdoB: RC={xeR:x>z,}
Situacdo C: RC={xeR:x<—z,}

Regidao critica:

p-valor do teste:



e Para as situacoes B e C tem-se que p-valor =P (Z > M)

\/@

e Para a situacdo A tem-se que p-valor=2 x P (Z > ML)
pro(1-po)




Capitulo 8

Correlacao e Regressao Linear Simples

Nesse capitulo iremos estudar a Correlacao e a Regressao Linear Simples. Na primeira secao
iremos tratar sobre coefiente de correlacao linear que é um coeficiente que mede a intensidade da
relacao linear entre duas varidveis. Na segunda secao trataremos da regressao linear simples. Na
andlise de regressdo o objetivo é investigar a relacdo entre as varidveis e predizer o valor de uma
em funcao da outra.

8.1 Coeficiente de Correlacao Linear(p)

O coeficiente de correlacao linear é utilizado quando se desejar verificar se duas varidveis estao
relacionadas. Mais especificamente, se duas varidveis possuem relacao linear entre elas. Esse
coeficiente é também denominado correlacao de Pearson.

Definicao 8.1 (Coeficiente de Correlacao Linear). Sejam X e Y duas varidveis aleatorias com média
Ux ey edesvio padrdo o x e oy respectivamente, entdo o Coeficiente de Correlagdo Linear é definido
como,

E(XY)— E(X)E(Y)

\/Var(X)\/Var(Y)'

pxy=pX,Y)=

Propriedades:

1. O coeficente de correlagdo linear independe da unidade de medida das varidves. Trata-se de
um numero adimensional;

2. O coeficente de correlacao linear € invariante sobre transformacoes lineares, isto é, se U =
aX+beV=cY+d entdo, pyv=pxy;

3. O coeficente de correlacao linear é um valor entre -1 e 1, em que:

(@) Se p <0 temos uma relacdo negativa, isto é, uma relagdo linear inversa;
(b) Se p >0 temos uma relacao positiva, isto é, uma relagdo linear direta;

(c) Se p =0 temos uma auséncia relagdo linear;
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(d) Se|p|=1temos uma relacao linear perfeita.

Definicao 8.2 (Coeficiente de Correlacao Linear amostral). Dada uma amostra i.i.d das varidveis
XeY, ((Xl, Yi),..., (X, Xn)), entdo um estimador (p) para o Coeficiente de Correlacdo Linear é dado
por,

R X -X)(Y-Y) ny, XY - (XL x) (X ¥)

=r= =

V(Lo -Xp) (S-77)  fnsi x - (S, x) e S, v - (20, v)’

8.1.1 Interpretacao geométrica

O produto escalar de dois vetores A= (a,a,,-*+,a,) e B=(by,b,,---,b,) é o resultado do pro-
duto do comprimento (também chamado de norma ou médulo) de A pela [[projecdo escalar]] de
BemA, isto é,

A-B=|[A||||B||cosa

Onde « é o angulo formado pelos vetores e ||A|| e ||B|| sdo seus comprimentos, dados por,

Al =/ a2+a2+--+a?

|IBl| = /b?+b%+--+ D>
O produto escalar entre dois vetores também pode ser visto como,

n
A-B=Zaibi = a1b1 +a2b2 ++anbn
i=1
Deste modo o cosseno do angulo entre os dois vetores () é dado por:

A-B Zn aibi

_ i=1

IAIBI /a2 +a2+--+a2 x \/b2+DbZ+---+ D2

Considere duas amostras i.i.d. das variaveis X e, (X,...,X,)deXe(Y;,...,Y,). Essas amostras

podem ser consideradas como vetores em um espac¢o de n dimensdes. Assim, subtraindo cada

valor de sua respectiva média, tem-se (X, — X,..., X, —X)e (¥, —Y,..., Y, — Y). Assim, da equacdo
8.1 o cosseno do angulo a entre estes vetores é dado por:

cos(a) =

8.1

N

D (Xi—X)(%-7)

i=1

N N
D (X — X \/ D (v- 7y

cos(a)=

Logo, cos(a) = p. Sendo assim:
e Se p =1, 0 angulo a =0°, os dois vetores sdo colineares (paralelos);
e Se p =0, o angulo a =90°, os dois vetores sao ortogonais;

e Se p =—1, o angulo a = 180°, os dois vetores sdo colineares com sentidos opostos;



8.1.2 Teste de hipétese para o Coeficiente de Correlacao
Hipoétese:
Hy: p=po
Hy: p#po

Estatistica do Teste:

=|r|

Regido critica: RC={x €[0,00): x> t%}
Decisao: rejeitar Hy se 1;,; € RC

8.2 Regressao Linear Simples

Tem por objetivo encontrar qual a relacao linear entre as varidveis aleatorias, se a mesma exis-
tir.
Relacdo linear simples: Y = by + b, X+ e. Em que, e é erro aleatério. Dada uma amostra
= ((Xl, Yi),..., (X, Yn)) tem-se que,

Yi=b0+b1X,-+e,-

onde e; é suposto ter distribuicao normal com média zero e varidncia o> com (e, ..., e,) indepen-
dentes e identicamente distribuidos.

Nestas condi¢oes deseja-se estimar by e b, obtendo-se assim a reta estimada Y = Bo +51Xi,
para a partir dela podermos fazer predicoes de Y a partir de valores conhecidos de X.

Observacdo 8.1. A varidvel X é denominada varidvel independente ou explicativa e a varidvel Y de
varidvel dependente ou resposta.

8.3 Estimacao dos parametros
O método de minimos quadrados é usado para estimar os parametros do modelo (b, e b;) e

consiste em fazer com que a soma dos erros quadraticos seja menor possivel, ou seja, este método
consiste em obter os valores de by e b; que minimizam a expressao:

flbo,b1)=) €= (Yi—(by+b) X;)]
i=1 i=1

Aplicando-se derivadas parciais a expressao acima, e igualando-se a zero, acharemos as se-
guintes estimativas para by e b, as quais chamaremos de bo e bl, respectivamente:

’BO _ Z?:l Y; _El Z?:I Xi
n




_ X Xiv— (XL X (XL, %)
nYi Xi- (ZLX:’)Z

A chamada equacao (reta) de regressao é dada por

by

?i - EO +51Xi .
A diferenca entre os valores observados e os preditos é chamada de residuo (e;):
e=Y-Y

O residuo relativo a i-ésima observacao (e;) pode ser considerado uma estimativa do erro ale-
atorio (e;) desta observacao.

8.3.1 Coeficiente de Determinacéo (R?)

O coeficiente de determinacdo é uma medida descritiva da propor¢ao da variacdo de Y que
pode ser explicada por variacoes em X, segundo o modelo de regressao especificado. Ele é dado
pela seguinte razdo:

YL-Yr YL -bh YL Yi-bi Y XY,

RZ —1_ = i=1 i=1

1
A Yo - (X v)
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