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Certos procedimentos estatisticos sado validos quando o tamanho da amostra é
grande. Deste modo, é importante o estudo das distribuicoes de variaveis
aleatérias definidas para amostras grandes.

Introduziremos nogao de convergéncia para sequéncias de variaveis aleatérias e
apresentaremos a lei dos grandes nimeros e o teorema do limite central.

Definicao 20.1: A sequéncia de variaveis aleatérias X, converge em
probabilidade para a variavel aleatéria X se para todo € > 0 tem-se

limp—00 P[|Xn — X| > €] = 0.
Indicaremos que X, converge em probbilidade para X com a notagao X, —P X.

Assim, X, —P X significa que se n for suficientemente grande, entéo a
probabilidade que X, difira de X por mais que € é muito-pequena.
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Definicao 20.2: (Lei Fraca dos Grandes Numeros) Sejam Xi, Xo,... uma
sequéncia de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
com média u e variancia o2. Seja S, = 27:1 X;. Tem-se

S,
= ey,
n
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Um caso particular importante é aquele em que X; =1 (sucesso) com
probabilidade p e X; = 0 (fracasso) com probabilidade 1 —p, parai=1,2,..., que
corresponde a uma sequéncia de ensaios de bernoulli.

% representa a frequéncia relativa de sucessos em n ensaios. Temos entdo que
u=pea?=p(1—p). Assim

S 1—
P12~ plze] Pl-p,

A expresséao do lado direito tende a zero para n— o0.

A lei fraca diz que % a frequéncia relativa de sucessos, converge em
probabilidade para p.
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Teorema Central do Limite
TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Se uma variavel aleatéria X puder ser representada pela soma de quaisquer n
variaveis aleatérias independentes, que satisfagam certas condigbes gerais,
entdo esta soma, para n suficientemente grande, terd distribui¢éo
aproximadamente normal.

Teorema: (Teorema Central do Limite - variaveis aleatérias i.i.d.) Seja

X1, Xo, ..., X, uma sequéncia de n variaveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.) com E(X;) = u e Var(X;) = o2. Entao, para
Sp=2_, X, tem-se

Sn_ E(Sn) _ Sn_n‘U,

Jvar(s,) ovn

tem uma distribuicdo aproximada N(0,1) na medida em que n se aproxima do
infinito. Se F, é a funcao de distribuicao de Z,, entao

Zy=

im 72
5 02)

=1, para todo z.

Prof. Tarciana Liberal (UFPB) Aula Lei dos Grandes Numeros e Teorema Central dd 02/14

5//9



Distribuicao Normal

TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

O fato de S, ser aproximadamente normalmente distribuida quando os termos X;
podem ter qualquer distribuicdo é a razao basica para a importancia da
distribuigdo normal.

Em numerosas aplicacoes, a variavel aleatéria considerada pod ser representada
como a soma de n variaveis aleatérias independentes, algumas das quais podem
se dever a erros de medidas, algumas se devem a consideragdes fisicas, entre
outras, de modo que a distribuicdo normal fornece uma boa aproximagao.
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Distribuicao Normal

EXEMPLO 1: Pegas sao embaladas em engradados com capacidade para 250
pecas. Os pesos das pecgas sao variaveis aleatérias independentes, com uma
média de 0.5 Kg e um desvio padrao de 0.10 Kg. Vinte engradados séao
carregados para uma bandeja. Qual a probabilidade de que as pe¢as na bandeja
excederdo 2510 Kg? (Despreze os pesos da bandeja e do engradado).

Y =Xy +Xo+...+ Xs000

E(Y)=E(X; + X2+ ... 4 Xs000) = 5000 x 0.5 = 2500
Var(Y) = Var(Xy + Xo + ...+ Xso00) = 5000 x 0.01 = 50

P(Y >2510) = P(Y—E(Y) - 2510—E(Y))

V Var(Y) V Var(Y)

— p|z> 210200 ®(1.41) =0.08
= T : .08.
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Distribuicao Normal

EXEMPLO 2: Suponha que temos n voltagens (V;) de ruidos independentes que
sao recebidas por um somador. Suponha que cada V.A. V; seja uniformemente

distribuida sobre o intervalo [0, 10]. Para n= 20, qual a probabilidade de que a
voltagem total exceda 105 volts?
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Distribuicao Normal
Aproximacao Normal para a Distribuicao Binomial:

@ Uma consequéncia do Teorema Central do Limite é a aproximicdo de
calculos de probabilidade da Binomial pela distribuicao Normal.

@ Sendo X ~ B(n,p), desejamos calcular P(a< X < b), com ae b inteiros e
0<ab<n.
@ Para n suficientemente grande, a aproximagao sera feita através da variavel
Y ~N(u=np,0? = np(1-p)).
@ Em geral, essa aproximag&o ¢ aceitavel sempre que np>5e np(1—p)>5
(alguns autores consideram o limite igual a 10).
EXEMPLO 3: Suponha que 25% de todos os motoristas habilitados da PB néo

possuam seguro. Em uma amostra de 50 motoristas, qual a probabilidade de no
maximo 5 terem seguro? (o valor exato dessa probabilidade é 0.007046)
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