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Resumo Neste minicurso pretende-se estabelecer os conceitos prelimi-
nares da teoria de conjuntos fuzzy, munindo das ferramentas que sejam
relevantes para a teoria a ser desenvolvida. Apresenta-se os resultados
fundamentais para o calculo fuzzy. Estuda-se a solugdo do problema do
valor inicial tanto sob a perspectiva da teoria de inclusoes diferenciais
como via extensao de Zadeh. Por fim, estuda-se alguns aplicaces dentro
dos dois contextos de solugdes.
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1 Introducgao

A modelagem de fenémenos reais por meio de sistema de equagoes diferenciais
deterministicas

a'(t) = f(t, x) (1)

quase sempre esta incompleta. Por exemplo, o valor inicial pode nao ser exa-
tamente conhecido e os valores dos coeficientes das equagoes diferenciais sao
incertos. Se os parametros forem estimados utilizando alguma medida podem
estar sujeito a erros.

As incertezas foram formalmente admitidas nas ciéncias hé trés séculos e
desde entao, a modelagem de incertezas tem sido dominada pelos métodos es-
tocasticos. No entanto, no século atual, temos testemunhado uma onda crescente
de teorias e métodos alternativos para se estudar as incertezas e o concomitante
decrescimento nos dominios do pensamento probabilistico, embora existam casos
onde a teoria estocdstica seja ainda a mais indicada [17]. Surgem ent&o, outras
aproximagoes para o estudo das equagoes variacionais com incertezas, dentre
as quais destacamos: a teoria de inclusoes diferenciais [9], que surgiu por volta
de 1930 e teve um grande desenvolvimento com o surgimento do Principio do
Maximo de Pontryagin; a Teoria de subconjuntos fuzzy, introduzida por Lotfi A.
Zadeh[13] em 1965 e a Teoria de Inclusdes Diferenciais Fuzzy, que foi inicialmente
estudada por Aubin[9] e Baidosov|[21].
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Se a natureza dos erros for aleatéria, utiliza-se as equagoes diferenciais es-
tocasticas. No entanto, se a natureza nao estiver fundamentada na teoria pro-
babilistica, devido a escolhas subjetivas, a teoria fuzzy é a mais indicada para
o estudo das equagoes diferenciais com incertezas. Neste minicurso estuda-se as
equagoes diferenciais fuzzy, mais especificamente, das equacoes diferenciais fuzzy
autonomas, ou seja, quando o campo nao depende explicitamente da variavel
tempo. A equagao diferencial fuzzy(EDF) foi inicialmente estudada em 1978 por
Kandel e Byatt[2]. Os conceitos de diferenciabilidade e integrabilidade de multi-
fungées fuzzy F : [a,b] C R — R™, foram estabelecidos por Puri e Ralescu[15].
Com esses conceitos deu-se inicio ao estudo das equagoes diferenciais fuzzy por
Kaleva[10], Seikkala[20], dentre outros, utilizando uma extensao da derivada de
Hukuhara para multifungoes fuzzy. No entanto, o PVIF baseado na derivada
de Hukuhara modifica o comportamento qualitativo quando a condigao inicial
é incerta, mas pode-se escolher os niveis da mesma de forma adequada para se
obter o resultado desejado.

Pretende-se introduzir os conceitos basicos de teoria fuzzy [14] necessdrios
para estudar o Problema do Valor Inicial Fuzzy com a condigdo inicial e/ou
coeficientes da equagdo diferencial dados por subconjuntos fuzzy em F(R™)
no contexto das multifungoes, isto é, utilizando as inclusoes diferenciais fuzzy
[26,7,8,20]. Em [25], Buckley considera a equagao diferencial em R com alguns
coeficientes independentes do tempo e a solucao da mesma é utilizada para definir
a solugao fuzzy como uma extensao da solugao classica via o principio de extensao
de Zadeh . J4 Oberguggenberger e Pittshmann [23] estudam sistema de equagoes
diferenciais com parametros fuzzy, aplicando o principio de extensao de Zadeh
nas equagoes do sistema e nos operadores restrigdo e solugao e outros|21,26,24],
estudam as equagoes diferenciais fuzzy utilizando a teoria de inclusoes diferenci-
ais. A partir de uma familia de inclusoes diferenciais classicas, obtém-se a solucao
da equacao diferencial fuzzy proposta por Hiillermeier. A solugao construida
dessa maneira tém boas propriedades, por exemplo, o didmetro das solugoes ob-
tidas sao necessariamente nao crescentes com o tempo. Vale salientar que para
o método de Hiillermeier, tem-se a nogao de derivadas para multifuncoes fuzzy.

Considera-se também o estudo do Problema do Valor Inicial utilizando a ex-
tensao de Zadeh da solugao deterministica. Conclui-se que, sob certas condigoes,
as solugoes via inclusoes diferenciais fuzzy e extensao de Zadeh coincidem. Por
fim, através de alguns exemplos pretende-se comparar as solugoes obtidas através
dos dois métodos. O minicurso esta dividido da seguinte maneira: introducao a
teoria de multifungoes para fundamentar a teoria de inclusoes diferenciais; teoria
fuzzy com o intuito de apresentar as ferramentas para estudar o Problema do
Valor Inicial Fuzzy através da derivada de Hukuhara (onde é necessério o estudo
de multifungoes fuzzy), inclusoes diferenciais fuzzy e o Principio de Extenséo de
Zadeh; aplicagoes onde estuda-se o modelo de Malthus e Verhulst considerando
a derivada de Hukuhara, a inclusao diferencial fuzzy e a extensao de Zadeh.
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2 Multifuncoes

Esta secao inicia-se com a motivagao de como surgiu o estudo da derivada em
um contexto mais geral, isto é, em pontos onde a fungao nao é suave.

Dada uma funcao F : X — Y, de acordo com as propriedades dos espagos
vetoriais dos conjuntos X e Y, a diferencial de F' podera admitir interpretagoes
variadas, mas sempre significa a razao de mudanca de uma variavel em funcao
de outra.

As caracteristicas inerentes a diferenciabilidade podera ser interpretada de
trés maneiras distintas: (a)fisicamente, como razao de mudanga; (b) geometrica-
mente, como o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma fungao em
um ponto; (¢) analiticamente, como a possibilidade de aproximar uma funcao F'
por uma mais simples na vizinhanca de um ponto.

Se F nao for diferencidvel (“suave”), entao tem-se a falta das interpretagoes
anteriores. Por exemplo, dada uma fungao real existem trés situagoes possiveis:
(i) derivadas laterais distintas; (b) derivadas laterais infinitas; (¢) uma das deri-
vadas laterais nao existe. Assim sendo, o limite

lim f@+hy) = f(2)

n—-+oo hn

depende da escolha de uma sequéncia h,, — 0, denominada derivada contin-
gente de f. Por exemplo, se

F@) = {xsen(l/z),se x#0

0,se x # 0

1 n——+00
arcsen(a) + 2mn
f(hy) = f(0) . hnsen(arcsen(a) + 2n)
—2 -2 = lim

Dado a € [—1, 1], vamos definir h,, =

0, entao

lim .
n—-+oo hn n—-+o0o hn
Tem-se que todas as derivadas contingentes estdo no intervalo [—1, 1], isto &,

contf(z) = [-1,1],se z =0
| sen(1/z) — (1/x)cos(1/z),se & # 0
Tem-se também a derivada paratingente definida como o conjunto de todos
os limites lim 7)"@”) = fym)
n—-+o0o Tn — Yn
tendem a x.
Observagao: Tem-se que contf(x) C paratf(x), mas a reciproca nem sem-
pre é verdadeira, pois se no exemplo anterior for considerado as sequéncias
1 1

, onde x, e Yy, sdo sequéncias arbitrarias que

n=—/>T" n — =Xn t -Se:
x 7r/2+27mey 5n tem-se
lim xpsen(m/2 + 2mn) — 1/2x,sen(m + 47n) 2 ¢ contf(0).
n—00 1/2x,

No entanto, parat f(0) = (—o0, +00).

Se F for lipschitziana, entao os conjuntos contingentes e paratingentes de-
verao ser limitados. No entanto, se F' for continuamente diferenciavel ou de classe
C!, isto é, F é diferencidvel com derivada continua, entdo os conjuntos coincidem
e sao iguais ao conjunto derivada.
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Além das citadas anteriormente, existem outras aproximacoes para derivadas
generalizadas de fungbes nao suaves. Para a fungdo modular, por exemplo, con-
sidere o conjunto de todas as retas que intersectam o grafico somente na origem,
denominado epigrafo. Analiticamente o conjunto destes graficos é denominado
subdiferencial, 0F (z) = paratF(0) = [—1, 1]. No entanto, o conceito de subdi-
ferencial nao descreve bem a estrutura local da funcao em diversas situacoes e
isto ocorre pelo fato do mesmo exigir a convexidade das fungoes.

A anilise nfo suave, que surge de problemas de otimizagao ou ainda da teoria
de jogos, é uma das fontes e motivagoes para o estudo de analise de multifuncoes
desde que cada generalizacao da derivada usual é um conjunto, o qual é o objeto
de estudo da mesma. A analise de multifuncées inclui o Calculo Diferencial e
Integral como uma extensao do cédlculo cldssico bem como alguns problemas
especificos. Surge assim, o estudo equivalente a do estudo da teoria de equagoes
diferenciais, denominado inclusoes diferenciais, que estuda objetos do tipo:

2/ (t) € F(t,z(t)), (2)

onde F(t,z) é uma multifungao utilizado para o estudo de equagdes diferenciais
com o lado direito descontinuo ou um controle optimal.
Considere o problema de Cauchy

oo 5

w(to) = X,

onde a fungéo f : [tg, t1] X R™ — R™ pode ser descontinua com respeito a varidvel
x em vérios pontos, inclusive em xy. No sentido cldssico o problema (3) néo teria
solucao. Para contornar o inconveniente, Filippov em 1960, sugeriu considerar
(3) sob o ponto de vista de (2) com F(t,z) = co{nILH;O flt,x) : x, = x} que
sempre admite solugao com o lado direito semi continuo superiormente com
valores convexos.

No que segue, considere as seguintes notagoes e definigoes basicas.

2% §é a familia de todos os subconjuntos A C X fechados e ndo vazios.

K(X)(C(X)) é a familia de todos os subconjuntos A C X compactos (con-
VeX0s).

Dada F : X — 2¥ uma multifuncdo, tem-se:

(a)domF = x € X : F(x) # é o dominio de F;

(b) grafF ={(x,y) € X xY :y € F(x)} é o grafico de F.

(c)F~1(C) = {x € X : F(z) C C} é denominado a pequena pré-imagem de
C C Y sob a a aplicagao F.

(A)F_1(C) = {z € X : F(x) UC #} é denominado a pré-imagem total de
C C Y sob a a aplicagao F.

(e) F(A) = U F(z) é a pré-imagem total de A.

z€A
OF 1Y - X, Fl(y)={r € X :y € F(z)} ¢ a aplicagdo inversa de F.
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Ezample 1. O sistema de controle

z(to) =€ (4)
u e Ul(t,x)

associa a multifuncao & — S(€), onde S(§) é o conjunto de todas as trajetérias
do sistema.

Ezxample 2. A aplicagao inversa de uma fungdao que nao é injetiva, em geral, é
uma multifuncéo. Por exemplo, se f(z) = 2%, entdo z = F(y) = {\/y, — ¥}y >
0.

Em uma familia de conjuntos pode-se definir uma topologia e uma métrica
(ndo existe, em geral, somente uma estrutura linear). A convergéncia de Kura-
towski é uma nocao de convergéncia para sequéncias de conjuntos compactos
em um espac¢o métrico. Entao, os conceitos de continuidade para multifungoes
dependera da definicdo da estrutura métrica ou topoldgica em 2X.

A convergéncia de Kuratowski é mais fraca que na métrica de Hausdorff, mas
se X for espaco métrico compacto, entao coincidem.

Definition 1. O limite superior de Painlevé-Kuratowski, denotado por
lim supA,, € definido como o conjunto de todo v € X tal que para cada vi-
n—o0

zinhanga v a intersec¢Go com um numero infinito de conjuntos A,,n =1,2,...
€ nao vazia. O conjunto v € X tal que para cada vizinhanca v a intersec¢do
com todo An,,n = 1,2,... suficientemente grande é denominado limite infe-

rior de Painlevé-Kuratowski e denotado por lim infA,. A sequéncia {A,} con-
n—oo

verge para A (no sentido da topologia de limites) se lim A, = lim supA, =
n—oo n—oo

lim infA, = A.

n—oo

Definition 2. Diz-se que F : X — Y € semicontinua superior (semicontinua

inferior) em xo € X se para cada sequéncia {x,} convergindo para xo a in-

clusao lim supF(z,) C F(xo), respectivamente F(xo) C lim infF(x,) for
n—oo n—oo

verdadeira.

Definition 3. (L. Vietoris) Diz-se que F' : X —'Y € semicontinua superior em
um ponto xg € X se para cada aberto V. O F(xg) existe uma vizinhanca U de
xo tal que V O F(x),Ya € U. Diz-se que F : X = Y € semicontinua inferior em
um ponto xg € X se para cada aberto V.CY com F(xg) NV # 0 entdo existe
uma vizinhanga U de o tal que VN F(x) # 0,Vo € U. Diz-se que F : X —-Y ¢
continua se for semicontinua superior e inferior em xg € X.

observagoes:1) F' : X — Y é semicontinua superior (inferior) segundo a
definigao de Vietoris se para cada aberto V C Y a pequena pré-imagem F~1(V),
respectivamente, a pré-imagem total F_1 (V) é aberto em X.

2) A semicontinuidade superior de uma multifuncio F : X — 2¥ garante
que o grifico seja fechado (no minimo, se Y for um espago métrico). A reciproca
também é verdadeira e também se F' admitir valores compactos.



6 Marina Tuyako Mizukoshi

Ezample 3. A multifungdo F : R — 2%, definida por F(z) = { E)T ls,ellv, ;g z=0
é semicontinua superiormente, pois:
(a) Para todo x # 0, F(x) = 0, é uma fungéo real constante, logo continua;
(b) Se g = 0,F(xg) = [-1,1]. Sejam V = (=1 —e,14+¢) D F(ag) e U
vizinhanga qualquer de xg tal que F(U) =[-1,1] C V.

Example 4. A multifuncio F : R — 2%, definida por F(z) = { g, 15,6110, _S(E) z#0
é semicontinua inferiormente.

Um subconjunto em R™ é compacto se, e, somente se, ele for fechado e limi-
tado. Se X e Y sao conjuntos compactos de um espago métrico, entao a distancia
d(X,Y) sera finita, d(X, X) = 0 e satisfaz a desigualdade triangular, mas nem
sempre é simétrica e d(X,Y) = 0 nfo implica necessariamente que X =Y, mas
que X C Y. Por exemplo, d([1,3,6,7],[3,6]) = 2, mas d([3,6],[1,3,6,7]) = 0.

Se Y for um espago métrico com a distancia d(.,.) na familia de conjuntos
limitados de 2Y pode-se definir a métrica de Pompeiu-Hausdorff, que mede o
quao distantes estao dois subconjuntos de um espago métrico um do outro, pela
férmula

h(A, B) = max{Dg (A, B),Dy (B, A)} = max {sup inf d(z,y), sup inf d(x,y)}
r€EAYEB yeBTEA
(5)

Dy (A, B)

Se Y é um espaco normado com a bola unitaria fechada B, entdo

Dy(A,B)=inf{e >0: AC B+¢ecB eB C A+¢eB}.

Em matematica, um espago de Banach é um espago vetorial normado com-
pleto. Entao, um espaco de Banach é um espago vetorial com uma métrica que
permite calcular o comprimento do vetor e a distancia entre vetores e é completa
no sentido de que toda sequéncia de Cauchy de vetores sempre converge para
um valor bem definido no préprio espaco.

Se X é um espago de Banach entao existe um homeomorfismo entre o espago
dos conjuntos convexos com a distancia de Pompeiu-Hausdorff e o subespago de
todas as fungoes continuas. Esta métrica sugere a seguinte definicao de semicon-
tinuidade.

Definition 4. Diz-se que F : X — 2Y ¢ semicontinua superior por Hausdorff
em um ponto xg € X se para todo € > 0, existe uma vizinhan¢ca U de zy tal
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que F(x) C F(zo) +eB,Vx € U. Diz-se que F' é semicontinua inferiormente por
Hausdorff em um ponto xo € X se para qualquer £ > 0, existir uma vizinhanga
U de xzg tal que F(x9) C F(z) +eB,Vxz € U.

observacao:(1) Em geral, todos os conceitos de continuidade sdo distintos,
mas todos eles coincidem se Y for um espaco de Banach e F': X — compY.

(2) A interseccao de multifungbes que sdo semicontinuas inferiormente pode
nao ser semicontinua inferiormente. Por exemplo, seja F; : R — R2, que associa
a cada A € [0, 1] o segmento em R?,

Fl()\) = {($1,$2) X9 = )\ml, —1 S X1 S 1}

e Fo(\) = {(21,72) 1 22 + 23 < 1,25 > 0}, A € R.

Entao F; e F» sao sempre continuas, mas a interseccao nao é semicontinua
inferiormente para A = 0.

O problema da selecao continua é muito importante para a analise de mul-
tifungbes e nao existe uma equivalente na andlise classica. Uma multifuncao
f: X — Y é uma selecio da multifuncdo F : X — 2 se f(z) € F(x) para cada
z e X.

Theorem 1. [9] (Teorema de Michael)Seja X um espago métrico paracompacto
arbitrdrio (em particular, espago métrico) e Y um espago de banach. Suponha
que F : X — 2Y € uma multifuncdo sci com valores fechados e convexos, entio
dado (wo,xg) € Gr(F) existe uma selecao continua f : X — Y de F tal que

f(wo) = Zo-

Note que a existéncia de uma selegao continua passando em um ponto do
grafico é uma condicao suficiente para garantir a semicontinuidade inferior e o
fechamento do grafico garante a semicontinuidade superior.

Example 5. Consideremos a multifuncdo F : R — 2K definida por
[-1,1], sez =0
1, sex >0
—1,sex < 0
Tem-se que F' é semicontinua inferiormente, porém nao é possivel encontrar
uma selegao continua de F' definida em R.

O resultado a seguir apresenta um resultado que garante selecoes continuas
aproximadas para multifungoes semicontinuas superiormente.

Theorem 2. [9] Sejam X e Y espacos normados. Suponhamos que a multi-
fungdo F : X — 2Y seja semicontinua superiormente e que admita valores
convexos e fechados. Entao, dado € > 0 existe uma fung¢do a valores continuos
fe : X =Y tal que:

(i) fe(x) € coF (X),Vz € X;

(ii) Gr(f.) C Gr(F) +¢eB, onde B € a bola unitdria de X x Y.

A teoria equivalente ao cédlculo diferencial e integral para multifungoes difere
da teoria usual e a mesma foi elaborada levando em consideracao os conceitos
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de cone tangente e normal. Desde que existem defini¢coes diferentes para a di-
ferenciabilidade os mesmos nos levam a multiplicidade relativa aos conceitos de
derivadas de multifungoes, dependendo de que tipo de cone esta sendo conside-
rado.

2.1 Integral e Diferencial de Multifuncoes

Seja T = [a,b] e K™(C) consiste de todos os subconjuntos compactos, convexos
e nao vazios de R™.

Proposition 1. A multifun¢io F : T — K™(C) é mensurdvel se ela € semicon-
tinua superior, ou inferior, ou ainda, continua.

Definition 5. Sejam F : T — 28" uma multifun¢io e S(F) = {f : T — R" :
f € integrdvel e f(t) € F(t),Vt € T}. Entao a integral de Aumann de F em T ¢

definida como /TF = {/Tf(t)dt s fe S}

Theorem 3. [5] Se F : T/ — 28" entdo / F=9 ou/ F é um subconjunto
T T T

convezro de R".

Definition 6. A multifuncio F : T — 28" ¢ dita mensurdvel se seu grdfico
é um conjunto mensurdvel, isto é, {(t,z) : x € F(t)} € A x B, onde A de-
nota a o—adlgebra dos subconjuntos de R Lebesgque mensurdveis e B denota os
subconjuntos Borel mensurdveis de R™.

Definition 7. Se A € R", define-se a fungdo suporte de A por Su(x) =

sup < x,a >, onde < .,. > € o produto interno em R"™ e x € R™.
acA

Definition 8. Dados A, B € C™, onde C™ sdo subconjuntos fechados nao vazios
de R™ tal que A = B+C, entao C € a diferenca de Hukuhara ou a H - diferenca,
denotada por A — B.

Definition 9. Diz-se que a multifuncao F' : T — K¢ é H-diferencidvel num
ponto ty € T, se existe DF(ty) € K¢ tal que:

[ Flto+h) = Flto)

hli%l+h( o ’DF(t°)> -
’ (Flto) ~ F(to — h)

lim ( 0 - 0 ,DF(tO)) =0.

Nos pontos extremos, considera-se apenas um dos limites. Diz-se que DF(tg) é
a H-diferencial de F' no ponto tg.
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Ezample 6. Sejam T = [0,1] e G : T — 28" com G(t) = B[0,t] = tB[0, 1], onde
BJ[0,t] é a bola de centro na origem e raio t € R™. Verifique que G é diferencidvel
e DG(to) = B[O, 1],Vt0 S [0, 1].

De fato:
Tem-se que:
h—0t h h—0t
lim h(B|0,1], B[0,1]) = 0.
h—0
— — B0, 1] — — h)BJ0,1
lim (G0l = Gllo h),DG(tO) — i p (LB (o = WBIO1]
h—0t h h—0t h

lim_A(B[0,1], B[0,1]) = 0.

Definition 10. Seja F : T x R™ — 28" wma multifuncdo,
' € F(t,z),xz(0) = o

€ denominada um inclusao diferencial. Uma funcdo absolutamente continua x :
T — R™, a qual satisfaz a inclusdo diferencial é denominada uma solucdo tipo
Carathéodory da mesma.

observagao: Se F admitir valores convexos e for semicontinua inferiormente
com respeito as varidveis (¢, x) entdo dado um ponto (xg,vp) com vy € F(0, z¢)
pelo Teorema de Michael podemos encontrar uma selegdo continua f(¢,z) €
F(t,z) tal que f(0,z0) = vo. Logo, do Teorema de Peano tem-se uma solugao
do Problema de Cauchy.

O conjunto de todas as solugoes de uma inclusao diferencial sobre o intervalo
[0, 7] por S(zo,T) e 0 conjunto atingivel por

A(zo,7) ={z(7) : 2(.) € S(z0,7)}

O conjunto atingivel de uma inclusao diferencial é o conjunto de todos os
estados possiveis de um sistema em um instante ¢t. Um dos principais problemas
da teoria de inclusoes diferenciais consiste em descrever e estimar os conjuntos
atingiveis das mesmas, mesmo em problemas lineares, veja [22].

Ezample 7. [7]Considere a inclusao

z(0) = o, (6)

onde F(t,z) = h(t,x)+cg(t,x)[—1, 1], com h, g fungdes reais Lipschitz continuas.
Aubin e Cellina mostraram que (6) é equivalente a um sistema de controle do
tipo 2/(t) = h(t,z) + cg(t, )u(t), para todo controle mensurdvel u : I — [—1,1]
e que para cada t > 0, o conjunto atingivel é um intervalo, isto é,

A(t) = [z (1), 24 (1)),

B[O,l])

B[O,l])
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onde z_(t), x4 (t) sdo as solugdes minimal e maximal de 6, ou seja,

w (1) = [t 24 (1) + cg(t, 24 (1))

el (t) = f(t, 2 (1) + cg(t, 2 (1)),

Se por exemplo, F(t, z(t)) = ra+cux,u € [—1, 1] com condigdo inicial z(0) =
T, entdo A(t) = [zoe" ), zoe(rte)],

Figura 1. Conjunto Atingivel parar <cer > c.

Neste caso, se ¢ < r, entao os limites inferior e superior tendem para o infinito,
enquanto que se ¢ > 1, o inferior se aproxima de zero e o outro ird para o infinito,
isto é, a extingao populacional é possivel.

3 Teoria Fuzzy

Nesta se¢ao introduz-se os conceitos basicos relativo a teoria de conjuntos fuzzy,
o principio de Extensao de Zadeh e a teoria de multifungoes fuzzy.

Definition 11. Um subconjunto fuzzy A de X € um conjunto de pares ordenados
A= {(z,pu(z)) : x € X}, onde p : X — [0,1] é uma fungao chamado grau de
pertinéncia de x em A, de modo que se x € X, entdo u(x) denota o grau de
pertinéncia de x € X.

observagao: Um conjunto A C X pode ser identificado como um conjunto
fuzzy através de sua funcdo caracteristica £4 : X — [0, 1], onde

_Jlsexec A
€alz) = {0,sex¢A

A seguir a defini¢cdo do nivel de um subconjunto fuzzy que permitird a uti-
lizacao da teoria de topologia em R™ para o estudo da teoria de subconjuntos
fuzzy através do Teorema de Representacao de Negoita e Ralescu.



Introducao EDF’s: inclusdes diferenciais versus extensao de Zadeh 11

Definition 12. Seja u : X — [0,1] um conjunto fuzzy e « € (0,1]. O conjunto
a—nivel de u € o conjunto

[u]* ={z € X : u(x) > a},

para cada . O suporte [u]® de u é o fecho na topologia de X da unido de todos

0s a— niveis, [u]® = U [u]®.

a>0

A unido, interseccdo e complemento podem ser definidos ponto a ponto
através dos seus graus de pertinéncia.

Seja E™ = {u : R — [0,1]} tal que os a—niveis sdo subconjuntos fuzzy
compactos e convexos com o suporte [u] subconjunto limitado e convexo de R™,
para todo a—nivel.

Theorem 4. (Teorema de Representacio de Negoita e Ralescu)[6] Se [A]%; « € [0, 1]
€ um conjunto compacto, convero e nao vazio da familia de subconjuntos de R™
tal que :

1. A~ C AY;
2. A% C A* se a1 < ao;
8. AY = ﬂAa", se ap Ta>0.

k>1

entao existe U € E™) tal que [U]* = [A]*, para todo « € (0,1]. Além disso,

0<a<l

Note que se X é um espago topoldgico e u,v : X — [0, 1] sdo subconjun-
tos fuzzy, nao é de se surpreender que as operagoes algébricas entre eles se-
jam diferentes das realizadas na teoria cldssica, pois nem sempre (u + v)(z) =
u(z) + v(z) ¢ [0,1]. No entanto, se tivermos conjuntos onde os elementos dos
mesmos sao constituidos de subconjuntos fuzzy scs ou se X = R" é fuzzy com-
pacto é possivel através do Teorema de Representagao de Negoita e Ralescu,
definir uma soma entre conjuntos fuzzy adequadamente.

Para definir a soma para u,v : X — [0, 1] subconjuntos fuzzy, com X espago
topoldgico, é necessdrio o Principio de Extensdo de Zadeh [12] e que o espago
seja linear.

Segundo Nguyen [12], o principio de extenséo proposto por L.A.Zadeh provem
uma maneira natural para extender o dominio de uma aplicacao ou uma relacao
definida sobre um conjunto U para subconjuntos fuzzy de U. Em particular, este
principio é 1til na conexao com o calculo de variaveis linguisticas , o célculo de
probabilidades linguisticas, a aritmética dos nimeros fuzzy e, mais geralmente,
em aplicagoes as quais necessitam de uma extensao do dominio de uma relagao.
Além disso, como mostrado em [28], a andlise de nimeros fuzzy através dos
a—niveis é mais simples do que através da utilizacao direta da definicao de
funcao de pertinéncia de subconjuntos fuzzy.
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O Principio de extensao de Zadeh permite que uma aplicacao do tipo f :
X1 X X9 — Y, onde X1, Xs e Y sao subconjuntos nao vazios serem estendidos
para subconjuntos fuzzy f : F(X1) x F(Xz) — F(Y), onde

. { sup  wi(w1) Aug(x2),se fH(y) #

f(ul,UQ)(y) = (z1,z2)Ef~(y) s onde J_'.(Xl) =

0,se f~1(y) =
{u:u:X; —100,1]} e F(X2) ={v:u: Xy —[0,1]}.

Assim, aplicando-se o Principio de extensao de Zadeh para as funcoes f :
XxX—>Xef;:X— X, onde X é um espago linear, definido por f(z1,22) =
x1 + 22 e fi(z) = cx tem-se:

- (utv)(z) = ) Jsrlipzmu(xl)/\u(xg),vgc € X, onde u(z1)Au(z2) = minu(x),v(zx),

- cu(x):u(%),c#o,

respectivamente.

Proposition 2. Sejam X um espac¢o de Banach, u,v: X — [0, 1] subconjuntos
fuzzy compactos e A € R. Entdo, u+v: X — [0,1] e du: X — [0,1] sdo fuzzy
compactos e

= fut o] = [u]* + [o]%
— [Mu]® = Au]®, Va € [0, 1].

observagao: Considere a aplicagao f : X — Y e A um subconjunto fuzzy de
X, usando o Principio de Extensao pode-se definir f(A) como um subconjunto

{ sup  A(x),se f7(y) #

fuzzy de Y tal que f(A)(y) = { =ef () ,onde f1 = {x €

0, caso contrério
X/f(x) = y}. Se f for estritamente crescente ou decrescente, entdo f(A)(y) =
A(F~Y(y)), se y € Im(f), onde Im(f) = {y € Y/3z € X tal que f(x) =y}.

Ezxample 8. Seja f(r) = 22 e A € F um ntimero triangular fuzzy com funcio de
o _f1-|—-=zlse|—2z| <1
pertinéncia A(z) = {0, caso contririo
Entao pelo Principio de extensao de Zadeh
1—|- Yl,s€ | — Y S 1

caso contrario

Theorem 5. [27] Se f : R" — R™ ¢ continua, entdo a extensdo de Zadeh
[ FR™) — F(R™) estd bem definida e,

SO = F([UI%) = {f(z)/= € [U]"},
para todo o € [0,1] e U € F(R™) = {u:u: R™ — [0, 1]}.

Uma consequéncia imediata do Teorema 5 é a seguinte:
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Corollary 1. [5/Se f é continua, entdo f € mondtona no sequinte sentido:

~ ~

e U <V, entio (1) < F(V),
onde U <V significa que U(z) < V(x),Vz € R".

O resultado a seguir nos diz que a extensao de Zadeh de uma funcao continua
também é continua em relagao a métrica de Hausdorff D sobre F(R™).

A métrica mais comumente utilizada em E™ envolve a métrica de Hausdorff,
a distancia entre os conjuntos niveis dos conjuntos fuzzy.

Definition 13. Sejam U,V elementos de F(R™), a distancia de Hausdorff fuzzy
entre U e V' € definida por:

D(U,V) = sup R([U]*,[V]*)

0<a<1
onde h € a métrica de Hausdorff usual,

WU, VI®) = maz[p([U]*, V%), p(IV]*, [U]7)],

e
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Observe que F(R™) munido com a métrica D é um espago métrico completo[15,29].
A seguir um teorema que serd importante para o estudo de modelos com
coeficientes e condicao inicial dados por nimeros fuzzy.

Theorem 6. [27]Seja f: X x X — X uma fungdo continua e A e B nimeros
fuzzy. Entao

~

[f(A, B)]* = f([A]%, [B]?),
onde f([A]%,[B]*) = {f(z1,22)/21 € [A]*, 22 € [B]*}.

3.1 Multifungoes Fuzzy

Apresentaremos aqui os conceitos relativos a multifungao fuzzy para posterior-
mente introduzir a teoria de inclusoes diferenciais fuzzy.

A aplicagao F' : T — E™ ¢ integralmente limitada se existir uma funcao
integrével h tal que ||z|| < h(t),Va € Fy(t).

Definition 14. Seja F : T — E™. A integral de F sobre T, denotada por
/ F(t)dt, é definida nivel a nivel pela equagdo [/ F(t)dt] = / F,(t)dt =
T T T

{/ F(t)ydt: f: T — R"™ é uma sele¢cao mensurdvel para Fa} , para todo « € (0, 1].
T
Uma aplicacdo integralmente limitada e fortemente mensurdvel F : T — E™ €

integrdvel sobre T se / F(t)dt € E™.
T

observagao: Se F': T — E!, entao [/ F(t)dt] " = {/ ff‘(t)dt,/ fg‘(t)dt} ,
T T T
onde [F(t)]* = [f', f1'], e € [0, 1].

l,sex=0
Example 10. Seja F : T — El tal que F(t)(z) = { t,se 0 <z < 1 ,t€10,1]
0, caso contrario

o 0,1],sea<t<1
tal que [F(t)] :{[{0}]se0<t<a Nael

Entao,
. /Ol[F(t)]o‘dt - [/Oa Odt,/oa dt] = [0,1— al.

[rou

Theorem 7. Sejam F,G : T — R™ integrdveis, k € R e ¢ € [a,b], entdo:

. [F+G=[F+ [G;
.ko:kfF;

b c b
/ F(t)dt:/ F(t)dtJr/ F(t)dt;
. Da(F, G) é inte?;rdvel; ‘

. D([F,[G) < [D(F,G).

(e

Grd. O~
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Dem:
Veja [6].

Theorem 8. Se F': T — R™ € integrdvel, entdo a func¢ao real

(t,a) — diam U:F(t)dtr ,teT,ae|0,1],

Prova:

é ndo decrescente com respeito a t sobre o intervalo T e com respeito a o € [0, 1].
Sejam ti,ta € T\t < tog, entao
«

| =[] o] oo [ ] [ [

Do Teorema de Representacao de Negoita e Ralescu decorre que que o diametro
em relagao a « é nao decrescente.

Similarmente a definicao de diferenciabilidade de multifuncoes, considera-se
a seguinte defini¢do de diferenciabilidade, segundo Puri e Ralescu [?].

[e3% [e3% [e3%

Definition 15. Uma aplicagao F : T — E™ € diferencidvel em ty € T se existir
F(to+h)— F(t
F'(tg) € E™ tal que os limites existem lim (to+ 1) (to) e
h—0t h
F _ _
i £ (o) = Flto — h)
h—0~ h

existem e sdo iguais a F'(to).

observacgoe: (1)Os limites sdo calculados considerando-se o espago métrico
(E™, D). Da mesma forma que para as multifuncdes, nos extremos do intervalo
deve-se considerar somente uma das derivadas laterais.

(2) Da definigdo segue que se F ¢ diferencidvel, entao F, ¢é diferencidvel
Hukuhara para todo o € [0,1] e DF,(t) = [F'(t)]*,V € [0,1] onde DF, ¢ a
derivada de Hukuhara de F,,. No entanto, a reciproca nem sempre é verdadeira,
pois a existéncia da diferenga de Hukuhara [z]* — []*, o € [0, 1] ndo implica na
existéncia da H—diferenca = — y.

Theorem 9. [6] Seja F: T — E" satisfazendo:

1. para cada t € T,3B > 0, tal que a H—diferenca F(t + h) — F(t) e F(t) —
F(t — h), existem para todo 0 < h < §3;

2. as multifungoes Fy,a € [0,1] sao uniformemente Hukuhara diferencidveis
com dertada DFy,.

Entao F € diferencidvel e a derivada é DF,(t) = [F'(t)]*.

Theorem 10. [6] Seja F : T — E' diferencidvel e Fu(t) = [fa(l), ga(t)],t €
[0,1]. Entdo fo € go sdo diferencidveis e [F'(t)]* = [fL(t), gh(1)].

Prova:

Tem-se [F(t+h) = F(£)% = [falt +h) — fa(t), ga(t+h) = ga(D)]. B, [F(t) -
F(t—h)]* = [fa(t) = fa(t = k), ga(t) — go(t — h)]. O resultado segue dividindo
cada uma das expressoes por h e calculando o limite para h — 0.
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3.2 Problema do Valor Inicial Fuzzy

Apresentado os conceitos bésicos de calculo diferencial e integral de multifungdes
fuzzy, estuda-se as interpretacoes possiveis para o PVIF.
Dado o Problema do Valor Inicial Fuzzy (PVIF)

{“I(t) = f(ta u) (7)

’u(to) = Uo,

onde f: T x E" — E™ onde (E™, D) é um espago métrico completo.
Como interpretar (7)7

1. Diferencial de Hukuhara:[10] Neste contexto temos que a varidvel de
estado x é fuzzy e portanto necessitamos do conceito de diferencial de uma
funcao a valores fuzzy (aqui, consideraremos a derivada de Hukuhara). Este
enfoque tem uma grande desvantagem, pois as soluc¢oes sao processos fuzzy
com didmetros nao decrescentes, conforme o Teorema 8.

A seguir apresentamos o conceito de processo fuzzy estabelecido por Seikkala
[20] para o espago E* e que foi utilizado pelo autor para reescrever o problema
(7) como sendo um sistema bidimensional de equagoes diferenciais ordindrias.

Definition 16. Dado I = [0,t],t € Ry um intervalo real. Uma aplicagio
X : I — FE ¢ denominado um processo fuzzy, cujo a— nivel € dado por:

[X(t)]a = ['T?(t)a xg(t)]at €l,ac [Oa 1]'
Da Definicao (16), segue que :
X = (@30, (@5 (6)),0 < a < 1.

Logo, se f: R — R é continua e X (t) € E', segue que I F(R) — F(R)
é a extensao de Zadeh de f e:

o~

[F(XO]" = fFXT). (8)

Logo, se [X (t)]* = [z§(t), 25 (t)], entdo (7) pode ser reescrito como:

parat € [0,T) e a € [0, 1], onde

{fl(x?,x%) = min{f(z)/z € [X]*}
fa(at, 25) = maz{f(x)/z € [X]*}.

Observe que o PVIF foi reduzido a um problema do valor inicial em R2.
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2. Familia de Inclusoes Diferenciais: Hiillermeier [8] sugere que (7), onde
f R xR" — E™ é uma multifungao fuzzy e Xy € E", pode ser reescrita
como a familia de inclusoes diferenciais

{w’(t) € [flz@))”
2(0) € [Xo]%,

onde [f(z)]* e [Xo]® sfo os a—niveis dos subconjuntos fuzzy f(z) e Xo,
respectivamente e x : I — R"™.

3. Principio de extensao: Oberguggenberger e Pittschmann [23] estudam
(7) para o caso em que os parametros (para os autores sdo os coeficientes
e a condicao inicial) sdo fuzzy. Os autores definem os operadores equagio,
restricao e solugao para o problema

{wl(t) = f(iE) (10)

x(0) = x0, 2o € R",

e aplicam o principio de extensao de Zadeh nos operadores para obter uma
solucéo para (7). Além disso, eles estabelecem formalmente os conceitos de
solucao fuzzy e solucao fuzzy componente por partes.

Utilizando a ideia proposta por Oberguggenberger e Pittschmann, Mizukoshi
et al ([11]) obtém a solugdo de (10) e considera um aberto U em R™ tal que
existe uma solucao x(-,zg) of (10) com xy € U no intervalo [tg,T], e para
todo t € [to,T], x(t,-) é continua sobre U. Entéo, pode-se definir o operador:

xe: U — R",

por z¢(zo) = z(t,x0), a qual é a solu¢do tinica de (10) e é continua em relagdo
a variavel xg.
Aplicando-se o Principio de Extensao a L, tem-se a extensao

Z: F(U) —» F(R"),

que é denominado a solucdo do (7), com condi¢ao inicial Xy € F(U).

Se o parametro for fuzzy, pode-se estudar de forma equivalente ao descrito
para a condigdo inicial fuzzy, ver detalhes em ([11]).

Quando temos um PVIF onde o campo de direcoes é extensao fuzzy de um
campo deterministico, entao toda solugao deterministica possui pertinéncia
1, ou seja, a deterministica é a preferida dentre as solucoes fuzzy.

4. Recentemente, Gomes e Barros [3] estudaram (7) considerando que f seja
uma fun¢do que indica a direcao da varidvel estado X em um instante ¢
qualquer. Neste contexto, considera-se duas interpretacoes: uma que pode ser
composta de trajetérias com diferentes solugoes crisp, associados a fungoes de
pertinéncias a cada um deles; preencher com fungoes que para cada instante
t esta associado um subconjunto fuzzy e a solucao é uma multifungao fuzzy.

Assim sendo, vimos que (7) admite formulages diferentes. Qual é a melhor
interpretacao? Ainda néo se tem uma resposta definitiva a esta questao. Achamos
que ela dependeré fortemente dos objetivos que desejamos atingir.
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Aqui, considera-se o estudo do PVIF sem considerar a derivada Fuzzy num
contexto mais geral, isto é, compara-se sob o ponto de vista da derivada de
Hukuhara em relagao a interpretagao segundo Hullermeier e Oberguggenberger
e Pitschmann.

4 Aplicagoes

Em uma mesma espécie a variagao comportamental pode ser bastante acentuada
quando considera-se seus elementos isoladamente. Entretanto, quando analisa-
se os grupos destes individuos, a diversidade comportamental acontece em grau
mais reduzido. Por exemplo, o conceito de predador pode estar carregado de
subjetividade se olhar o potencial de cada individuo. Assim, uma presa com um
determinado grau pode se tornar um predador em potencial sobre determinadas
circunstancias intrinsicas da espécie ou do ambiente em que a mesma vive. Sendo
assim, o grau de predacao é um fator determinante nesta situagdo, mas esta
caracteristica nem sempre pode ser mensuravel. Neste caso temos a fuzicidade
demografica que é o andlogo da estocasticidade demogréfica (onde a varidvel de
estado é a varidvel aleatdria).

Neste caso, tanto nas equagoes diferenciais fuzzy como nas equacoes de di-
ferencas fuzzy, as estruturas fuzzy podem ser introduzidas através da condigao
inicial fuzzy.

A seguir ilustra-se o conceito de fuziness demografica, onde a condigao inicial
é um conjunto fuzzy em E™.

Ezample 11. (Malthus continuo)[14]: Suponhamos que a populagdo obedega a
lei do crescimento Malthusiano, entao

U'(t) =aU(t
{U<(o> = 150), (11)

onde Uy € EleacR.
Logo, se os a—niveis de U s@o dados por [U]* = [uf ug]. Entao pela derivada
de Hukuhara, tem-se:

ﬁl_g@r _ [ﬁ‘%<t>,%<t>} a0 1)te T

Logo, pelo Principio de Extensao de Zadeh, tem-se que f(¢,U(t)) = aU(¢) tem
conjuntos niveis:

[f& U@ = [min{auf(t), aug (t)}, max{auf(t), aug(t)}], Yo € [0,1],¢ €
[0,T].

Logo, tem-se os seguintes sistemas, considerando a > 0 (significado biolégico)
e a < 0, respectivamente.

{(ug)’(t) = auf(t), com u§(0) = uag‘l (12)
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paraa > 0, e,

{ (up)'(t) = aug(t), com ui(0) = ug,
(ug)'(t) = auf (t), com ug(0) = ugy,
para a < 0, e para cada a € [0, 1].

Tem-se que as solugoes de (12) e (13), serdo dadas, respectivamente, por

{U?(t) = uge™ (14)

Ug (t) = U82 eat )

(13)

(o) = 5 (g + i) e+ (Gugi - gy ) e
ug(t) = 5 (ugy + ufs) e + 5 (—ufy +ugy) e

Assim sendo, a solucao U(¢) de (11) tem a—nfiveis dados por (14) para a > 0
e por (15) para a < 0.

Além disso, note que para a > 0, o nivel [U(t)]!, se afasta da solucdo de-
terministica nula e para a < 0, as solugoes tornam - se cada vez mais difusas,
porém o nivel [U(£)]' aproxima-se da solugao nula se supormos que [U0)]* é um
ponto.

Tem-se entao que diam(u$(t),u§(t)) = |usy — ud;|e® paraa >0 e

diam(uf(t),us(t)) = wuge® e para a < 0 diam(u$(t),us(t)) =
[ugy —udsle ™, Va € [0, 1], > 0. Portanto, a solugao se torna mais difusa quando
t cresce, significando que a teoria de estabilidade conhecida até o momento nao
¢ mais valida.

Inclusées Diferenciais Fuzzy: Neste caso, o PVIF (7) é estudada como a
seguinte familia de inclusoes diferenciais:

U'(t) € [aU(t)]*
{U<o> € [Uo(t))° (16)

(15)

onde U : [0,T] x R — E™ e Uy é um numero fuzzy. Tem-se que os conjuntos
niveis sdo dados por [U]* = [uf,us] e [U(0)]* = [ugy, udy],de maneira que (16)
pode ser estudado considerando dois casos:

(i) U nao é fuzzy e assim [aU(t)]* é um conjunto crisp em E!, isto é,

U'(t) = [al (1)
{U<o> € [Uo(r))° a7

onde U : [0,7] x R — E' e Uy é um nimero fuzzy. Neste caso, para (17)
tem-se que o conjunto solugao e o conjunto de atingibilidade sao dados pe-
los conjuntos niveis: S([U(0)]*,7) = {z(.) : z(t) € [u§;,uiHle®,0 <t < 7} e
A([U(0)]*,t) = [ugy, us,]e. Neste caso, para a < 0, tem-se o didmetro decres-
cente, como esperado.

(ii) @ e 4m nimero fuzzy e assim [aU (t)]

U'(t) € [AU (1))
{U<o> € Wo(r))° (18)

@ é fuzzy, isto é,
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onde U : [0,T] x R — E™ e Uy, A sdo nimeros fuzzy.
Neste caso, todas as solugoes de (18) para cada ¢t € [0,T] estardo entre as
solugoes inferior (u;(t)) e superior (us(t)) definidas pelas seguintes equagoes:

{ué(t) = min{u(t) : u'(t) = a(t)u(t),a(t) € [A]*, uo € [Uo(t)]"} (19)
ul(t) = maz{u(t) : v/ (t) = a(t)u(t), a(t) € [A]*, up € [Uo(t)]*}

Entdo as solugdes sio dadas por u;(t) = udy,e® @ e uy(t) = ugy et @

Figura 2. Conjunto Atingivel com condigdo inicial fuzzy e condigdo inicial e parametro
fuzzy- a > 0.

Figura 3. Conjunto Atingivel com condigdo inicial fuzzy e condigdo inicial e parametro
fuzzy- a < 0.

Extensao de Zadeh:Considere o modelo cldssico de malthus

(i

Neste caso, a solugio é u(t) = uge®. Se a condigao inicial for um niimero
fuzzy cujos a—niveis sdo [U(0)]* = [uf;, ud;, entdo a solugdo do PVIF é dado pela
extensdo da solugao deterministica , isto é, [U(t)]* = [Upe®]* = [u§, e, ugre®].
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Figura 4. Solugao via Extensdo Zadeh com condigéo inicial fuzzy e condigdo inicial e
parametro fuzzy - a > 0.

Figura 5. Solugao via Extensdo Zadeh com condigéo inicial fuzzy e condigdo inicial e
parametro fuzzy - a > 0.

Ezxample 12. O modelo de Verhulst afirma que o crescimento populacional de-
pende das condi¢oes do meio em termos de sobrevivéncia e que poderd haver
competicao entre os individuos da mesma espécie.

U'(t)=aU(t)(k—-U(t
{00 = v -vo a1

onde Xy é um ndmero fuzzy com suporte positivo, a, k € R.

Lembre-se que a diferenga de Hukuhara nem sempre estd bem definida em
k —U(t) se U(t) for um processo fuzzy, Neste caso, utiliza-se a diferenca usual
(veja mais detalhes em ([3]). Logo, se f(t,U(t)) = aU(t)(k — U(t)), entdo os
a—niveis sao dados por:

[F&U@)™ = (& [U@)]%) = [min{P}, max{P}], onde

P = {aul(k —u?),aud (k — u3), aug(k — u2),aug(k —ug)}.

Logo,

[F(E U@ = f(& [U®]) = laug (k = ug), aug (k — ug)].

Entéao, o sistema (21) pode ser reescrito como o seguinte sistema de equagoes:

WO (t) = au? (k — ug)
ug(t) = aug (k — ug) (22)
ug (0) = uf,, ug(0) = ugy,

Neste caso, a solucao podera ser obtida utilizando algum método numérico.
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Inclusoes Diferenciais Fuzzy: Neste caso, o PVIF (7) é estudada como a
seguinte familia de inclusoes diferenciais:

U'(t) € [aU (1) (k — U (1))
{U<> € [Up(t)]" (23)

onde U : [0,T] x R — E', Uy é um nimero fuzzy e a, k € R.
Se U nao for fuzzy, [aU(t)(k — U(t))]* é um conjunto crisp em E*, isto é,

U'(t) = [aU (8)(k — U (1)]°
{U(0> € [Uo(r))° (24)

onde U : [0,T] x R — E' e Uy é um ntimero fuzzy. Neste caso, para (17) tem-se

que o conjunto solugao e o conjunto de atingibilidade sao dados pelos conjuntos
kuo
niveis: S([U(0)]*,7) = S u(t) = tug € |ud,us,],0 <t <1
(WO = {ul) = e s € g0 < 1< 7

k’U,O

e A([U(0)]%,t) = {u(t) = P . p—T tug € [ug‘e,ug‘d]} )

Figura 6. Conjunto Atingivel com condigao inicial fuzzy e condigao inicial e parametro
fuzzy.

Principio de Extensao de Zadeh: Considere o PVI
{U’(t) = au(t)(k — u(t)) (25)

kuo

deu:R = R,a,k R. Nest lugao de (25) é u(t) = .
onde u ,a,k,ug € este caso, a solucao de (25) é u(t) Y S T

Logo, se a condigao inicial, ug, for incerta e dada por um nimero fuzzy, tem-se:

u'(t) = au(t)(k — u(t))
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Se os a—niveis da condigao inicial sdo dados por [U(0)]* = [u§;, ug;, entdo como
u(t, up) é continua em relacao a ug € Uy, entao existe 4(t, Up) e seus alpha—niveis
sao dados por:

k’U,O
_ uo)e—ak’t

(e, Ul =t [0%) = {u(t) = - w0 e U}

Figura 7. Solugao via Extensao de Zadeh com Condigado Inicial Fuzzy
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