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iv

Agradecimentos
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A todos os funcionários do Departamento de Estat́ıstica.

Ao CNPq, pelo apoio financeiro.



v
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Resumo

A regressão robusta é uma técnica que permite obter estimativas mais seguras

quando os dados apresentam outliers ou pontos de alavanca. Segundo Draper & Smith

(1998) o método dos mı́nimos quadrados ordinários atribui pesos iguais a cada observa-

ção na obtenção dos parâmetros ao contrário da regressão robusta que atribui a cada

observação uma ponderação diferente, essencialmente observações que produzem grandes

reśıduos recebem menores pesos pelo método de estimação robusto, ocasionando uma me-

nor influência dessas observações at́ıpicas nas estimativas dos parâmetros. Os estimadores

robustos least median of square, denotado por LMS, e least trimmed square, denotado por

LTS, propostos por Rousseeuw (1984), assumem que se até 50% dos dados apresenta-

rem pontos de alavanca ou outliers é posśıvel ainda se ter boas estimativas. O objetivo

dessa monografia é comparar os estimadores robustos e de mı́nimos quadrados ordinários.

Para a avaliação desses estimadores foram realizadas simulações de Monte Carlo consi-

derando cenários sob homoscedasticidade e heteroscedasticidade, cenários balanceado e

não-balanceado. Além das simulações de Monte Carlo foi realizada uma aplicação com

dados extráıdos de Greene (1997, Tabela 12.1, p.541), dispońıvel no pacote sandwich do

software estat́ıstico R (Kleiber & Zeileis, 2008). Para a identificação dos pontos de in-

fluência e de alavanca foram consideradas respectivamente medidas de influência como

distância de Cook e matriz de alavancagem, além da análise gráfica que permite visuali-

zar a distribuição dos dados. A suposição de homoscedasticidade foi verificada através do

teste de Koenker (1978) e foi observada a presença de heteroscedasticidade, sendo assim,

o estimador usual da matriz de covariâncias deve ser substitúıdo por outros estimadores

consistentes. Por fim, verificamos que o estimador LTS apresentou o melhor ajuste de

reta, considerando o cenário sob heteroscedasticidade e com pontos de alavanca.

Palavras-chave: Estimador de mı́nimos quadrados ordinários, Matriz de covariâncias, Ou-

tliers, Pontos de alavanca, Estimadores robustos.
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6.10 Gráfico para verificar posśıveis pontos de influência no modelo yi = β0 +

β1xi1 + β2x
2
i2 + εi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40



Lista de Tabelas

5.1 Viés e EQM obtidos pelos estimadores MQO, LMS e LTS com base no

modelo yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + εi, εi ∼ N (0, 1), i = 1, ..., n, no cenário 1

(balanceado) e cenário 2 (não-balanceado), sob homoscedasticidade. . . . . 21

5.2 Viés e EQM obtidos pelos estimadores MQO, LMS e LTS com base no

modelo yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + εi, εi ∼ χ2
(2), i = 1, ..., n, no cenário 1

(balanceado) e cenário 2 (não-balanceado), sob homoscedasticidade. . . . . 22

5.3 Viés e EQM obtidos pelos estimadores MQO, LMS e LTS com base no

modelo yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + εi, εi ∼ t(3), i = 1, ..., n, no cenário 1

(balanceado) e cenário 2 (não-balanceado), sob homoscedasticidade. . . . . 23

5.4 Viés e EQM obtidos pelos estimadores MQO, LMS e LTS com base no

modelo yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + εi, εi ∼ N (0, 1), i = 1, ..., n, no cenário 3

(balanceado), sob heteroscedasticidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

5.5 Viés e EQM obtidos pelos estimadores MQO, LMS e LTS com base no

modelo yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + εi, εi ∼ N (0, 1), i = 1, ..., n, no cenário 4

(não-balanceado), sob heteroscedasticidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5.6 Viés e EQM obtidos pelos estimadores MQO, LMS e LTS com base no

modelo yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + εi, εi ∼ χ2
(2), i = 1, ..., n, no cenário 3

(balanceado), sob heteroscedasticidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5.7 Viés e EQM obtidos pelos estimadores MQO, LMS e LTS com base no

modelo yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + εi, εi ∼ χ2
(2), i = 1, ..., n, no cenário 4

(não-balanceado), sob heteroscedasticidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5.8 Viés e EQM obtidos pelos estimadores MQO, LMS e LTS com base no

modelo yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + ui, εi ∼ t(3), i = 1, ..., n, no cenário 3

(balanceado), sob heteroscedasticidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

ix



x

5.9 Viés e EQM obtidos pelos estimadores MQO, LMS e LTS com base no

modelo yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + εi, εi ∼ t(3), i = 1, ..., n, no cenário 4

(não-balanceado), sob heteroscedasticidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

6.1 Dados sobre o gasto per capita em escolas públicas e a renda per capita

por Estado em 1979 nos Estados Unidos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6.2 Estimativas pontuais de β0 e β1 considerando o modelo yi = β0 +β1xi1 +εi,

i = 1, ..., 50, via estimadores MQO, LMS e LTS. . . . . . . . . . . . . . . . 34

6.3 Estimativas pontuais de β0, β1 e β2 considerando o modelo yi = β0+β1xi1+

β2x
2
i2 + εi, i = 1, ..., 50, via os estimadores MQO, LMS e LTS. . . . . . . . 38



Caṕıtulo 1

Introdução

A regressão linear é uma ferramenta utilizada quando se deseja analisar os impactos

de variáveis independentes denotadas por X sobre a variável resposta denotada por Y . A

prinćıpio o estimador de mı́nimos quadrados ordinários, denotado por MQO, é o método

de estimação mais utilizado quando pretendemos estimar os parâmetros desconhecidos do

modelo de regressão, contudo as estimativas do MQO são facilmente influenciadas pela

presença de pontos de alavanca, sendo necessário o uso de técnicas mais robustas para se

obter melhores estimativas. A regressão robusta é uma técnica que permite obter estimati-

vas mais seguras quando os dados apresentam outliers ou pontos de alavanca. Os outliers

são observações extremas com relação a variável resposta Y , já os pontos de alavanca

são relacionados a variável independente X. A identificação dessas observações pode ser

feita por meio de técnica gráfica como boxplot ou através de medidas de influência como

distância de Cook e valores da matriz de alavancagem. Na busca por outros estimadores

mais robustos, Rousseeuw (1984) propôs um estimador que era capaz de suportar até 50%

dos dados contaminados por observações extremas, denotado por least median of squares

(LMS), esse estimador foi constrúıdo com base na mediana dos reśıduos do MQO, porém

o LMS tinha a desvantagem de apresentar uma taxa de convergência pequena de n−1/3

sendo ineficiente com erros normalmente distribúıdos, para resolver esse problema Rous-

seeuw (1984) propôs outro estimador com as mesmas qualidades do LMS, denotado por

least trimmed squares (LTS), com taxa de convergência igual n−1/2, ou seja, o LTS con-

verge mais rápido que o LMS, contudo ainda sendo pouco eficiente com erros normalmente

distribúıdos. Esses métodos foram introduzidos por Rousseeuw como uma alternativa ao

MQO quando este não produz estimativas tão seguras devido a influência de observações
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extremas.

Segundo Draper & Smith (1998) o método dos mı́nimos quadrados ordinários atri-

bui pesos iguais a cada observação na obtenção dos parâmetros, já a regressão robusta

atribui a cada observação uma ponderação desigual, essencialmente observações que pro-

duzem grandes reśıduos recebem menores pesos pelo método de estimação robusto, ocasi-

onando uma menor influência dessas observações at́ıpicas nas estimativas dos parâmetros.

Portanto a regressão robusta é uma alternativa para o método dos mı́nimos quadrados

ordinários quando a distribuição dos erros não é normal ou quando existe outliers que

afetem a equação da reta (Ryan, 2009). Quando consideramos a suposição de homosce-

dasticidade, variância constante dos erros, segundo o Teorema de Gauss-Markov, o MQO

é o estimador de variância mı́nima, ou seja, apresenta as melhores estimativas entre todos

os posśıveis estimadores do parâmetro desconhecido, entretanto quando essa suposição

é violada o estimador usual da matriz de covariâncias do MQO torna-se viesado e in-

consistente, tornando pouco confiáveis estimativas intervalares e testes de hipóteses que

utilizam tais valores (Souza, 2003). Para resolver esse problema em 1980, Halbert White,

um econometrista, propôs um estimador consistente para a matriz de covariâncias deno-

tado por HC0, porém este estimador pode apresentar alguns problemas quando o tamanho

da amostra é pequeno, então para contorna esse problema outros estimadores foram de-

senvolvidos com base no estimador de White e posteriores, a saber: HC1 (Hinkley, 1977),

HC2 (Horn et. al, 1975), HC3 (Davidson & MacKinnon, 1993), HC4 (Cribari-Neto &

Zarkos, 2004) e HC5 (Cribari-Neto et. al, 2007).



Caṕıtulo 2

Objetivos

Esta monografia tem como objetivo comparar os estimadores robustos e de mı́nimos

quadrados ordinários quando estes são utilizados para realizar estimativas em situações

que os dados apresentam pontos de alavanca, sob homoscedasticidade (variância cons-

tante dos erros) e heteroscedasticidade. A comparação desses estimadores foi realizada

por meio das simulações de Monte Carlo considerando quatro tipos de cenário, a saber,

o primeiro cenário, cenário 1, sob homoscedasticidade e sem pontos de alavanca (balan-

ceado); o segundo cenário, cenário 2, sob homoscedasticidade e com pontos de alavanca

(não-balanceado). O terceiro e o quarto cenário foram gerados sob heteroscedasticidade,

sendo o cenário 3 balanceado, e por fim, o cenário 4, não-balanceado. Para cada um desses

cenários foram ajustados três modelos da forma yi = β0+β1xi1+β2xi2+εi, i = 1, ..., n, em

que o erro, ε, foi obtido a partir de três distribuições diferentes, a saber, N (0, 1), χ2
2 e t3 e

as variáveis independentes foram obtidas a partir da distribuição U(0, 1). Então por meio

do viés e erro quadrático médio foram feitas todas as comparações entre os estimadores

robustos e de mı́nimos quadrados ordinários.



Caṕıtulo 3

Referencial teórico

Neste caṕıtulo será apresentado as técnicas de regressão linear e o estimador de

mı́nimos quadrados ordinários, apresentando suas caracteŕısticas e definições, justificando

a necessidade de se utilizar os estimadores robustos em certas situações como presença de

outliers e pontos de alavanca. Por fim, será apresentado as consequências de se considerar

o estimador usual da matriz de covariâncias quando não se verifica a suposição de homos-

cedasticidade do modelo, necessitando assim de estimadores consistentes para a matriz de

covariâncias, a saber, o estimadores HC0 (White, 1980), HC1 (Hinkley, 1977), HC2 (Horn

et. al, 1975), HC3 (Davidson & MacKinnon, 1993), HC4 (Cribari-Neto & Zarkos, 2004)

e HC5 (Cribari-Neto et. al, 2007).

3.1 Modelo de regressão linear

A regressão linear múltipla é uma técnica estat́ıstica que permite associar variáveis

independentes denotadas por X a uma variável resposta denotada por Y , afim de explicar

a relação entre elas. Sua forma matricial é dada da seguinte forma

Y = Xβ + ε,

Y =


Y1

Y2
...

Yn

 , X =



1 X1,1 X1,2 · · · X1,p

1 X2,1 X2,2 · · · X2,p

1 X3,1 X3,2 · · · X3,p

...
...

...
. . .

...

1 Xn,1 Xn,2 · · · Xn,p


, β =


β0

β1
...

βp

 , ε =


ε1

ε2
...

εn

,
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em que Y é um vetor de dimensão n×1, X representa a matriz de regressores de dimensão

n×p+1, β é um vetor n×1 que contém as estimativas dos parâmetros e ε é um vetor n×1

dos erros, sendo os erros uma sequência aleatória, não correlacionada e independente.

Para aplicarmos as técnicas de regressão linear múltipla é necessário verificar se

algumas suposições são atendidas, a saber:

• E(εi) = 0, i = 1, ..., n, ou seja, o vetor de erros apresenta média igual a zero.

• V ar(εi) = σ2, σ2 > 0, i = 1, ..., n , ou seja, a variância dos erros é constante e igual

a σ2.

• Cov(εi, εu) = 0, ∀i 6= u, ou seja, os erros são independentes.

• Os erros ε1, ..., εn apresentam distribuição normal N (0, σ2).

Para testarmos a suposição de normalidade dos erros utilizamos o teste proposto

por Shapiro & Wilks (1965). A estat́ıstica de teste para a normalidade é definida por

W =
(
∑n

i=1 aiyi)
2∑n

i=1(yi − ȳ)2
,

em que as constantes (a1, ..., an) são calculadas a partir da resolução

(a1, ..., an) =
m>V −1

(m>V −1V −1m)1/2
,

m = (m1, ...,mn)> denota o vetor dos valores esperados da estat́ıstica de ordem da amostra

e V = (vij) corresponde a matriz de covariâncias de ordem n× n. Rejeitamos a hipótese

nula de normalidade dos reśıduos se Wcalculado > Wtabelado, em que Wtabelado é o quantil de

ńıvel 1− α da distribuição de W sob a hipótese nula.

O teste de linearidade proposto por Ramsey (1969) consiste em incluir variáveis

independentes ao quadrado e ao cubo no modelo de regressão múltipla y = Xβ +Zγ + ε,

em que Z é o vetor das novas variáveis e γ o vetor dos novos parâmetros. A partir de um

testes F é posśıvel verificar a significância das novas variáveis, assim rejeita-se a hipótese

nula de linearidade, γ = 0, caso as variáveis sejam significativas em conjunto.

O teste de homoscedasticidade proposto por Koenker & Bassett (1978) é baseado

nos quadrados dos reśıduos, υ̂2i (Gujarati, 2006), dado por

υ̂2i = α1 + α2(Ŷi)
2 + oi,
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em que Ŷi são os valores estimados por meio de Ŷi = β0 + ... + βp−1Xi,p−1, α são os

coeficientes do modelo e oi os reśıduos. Assim por meio dos teste F ou t podemos verificar

a hipótese nula de homoscedasticidade, ou seja, α2 = 0.

Quando utilizamos a regressão estamos interessados em estimar o vetor de parâ-

metros, β. O estimador de mı́nimos quadrados ordinários é o método de estimação mais

utilizado na regressão e tem como objetivo minimizar a soma dos quadrados dos erros

Σn
i=1ε

2
i . Levando essa ideia para os termos matriciais, temos que

Σn
i=1ε

>ε = Σn
i=1(Y −Xβ)>(Y −Xβ),

aplicando a primeira derivada em relação a β e igualando a equação a zero, temos que o

estimador dos parâmetros desconhecidos é dado por

β̂ = (X>X)−1X>Y .

Um bom estimador apresenta algumas propriedades, a saber: não-viesado, con-

sistente e eficiente. Assim um estimador é dito não-viesado se E(β̂) = β, ou seja, o

viés denotado por B(β̂) = 0, é posśıvel também se ter um estimador assintoticamente

não-viesado quando limn→∞E(β̂) = β.

Um estimador é dito ser consistente se a medida que o tamanho da amostra cresce a

variância do estimador tende a zero, ou seja, limn→∞V ar(β̂) = 0. Por fim, um estimador

é dito ser eficiente se ele for classificado como não-viesado e atingir o limite inferior

da desigualdade de Cramer-Rao para todos os posśıveis valores do parâmetro. Então o

estimador β̂ via mı́nimos quadrados ordinários é não-viesado pois

E(β̂) = E((X>X)−1X>Y )

= E((X>X)−1X>(Xβ + ε)

= E((X>X)−1X>Xβ + (X>X)−1X>ε)

= β + (X>X)−1X>E(ε)

= β,

ou seja, precisamos garantir apenas que a E(εi) = 0, i = 1, ..., n, para que a E(β̂) = β.

A matriz de covariâncias é definida como cov(β̂) = E((β̂− β)(β̂− β)>), e sabendo

que β̂ − β = (X>X)−1X>ε, temos que
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cov(β̂) = E((X>X)−1X>εε>X(X>X)−1)

= (X>X)−1X>E(εε>)X(X>X)−1,

podemos escrever a E(εε>) em termos matriciais da seguinte forma

E(εε>) =



E(ε21) E(ε1ε2) · · · E(ε1εn)

E(ε2ε1) E(ε22) · · · E(ε2εn)

E(ε3ε1) E(ε3ε2) · · · E(ε3εn)
...

...
. . .

...

E(εnε1) E(εnε2) · · · E(ε2n)


= σ2I,

como os erros são independentes temos que E(εiεu) = 0, com i = 1, ..., n e u = 1, ..., n

∀i 6= u. Então se consideramos a suposição de homoscedasticidade e substituirmos o

resultado σ2I na equação da matriz de covariâncias teremos

cov(β̂) = (X>X)−1X>E(εε>)X(X>X)−1

= σ2(X>X)−1X>X(X>X)−1

= σ2(X>X)−1,

como não dispomos do valor da variância dos erros é necessário estimá-la, sabendo que

ε̂ = Y −Xβ̂, temos

σ̂2 =
ε̂>ε̂

n− p
,

em que n é o número de observações, p é o número de parâmetros do modelo, ε̂ é o vetor

dos reśıduos e σ̂2 é a variância estimada dos reśıduos.

O Teorema de Gauss-Markov, garante que sob homoscedasticidade, o estimador da

matriz de covariâncias de β̂ possui variância mı́nima, ou seja, o estimador β̂ é eficiente e

não-viesado.

TEOREMA (Gauss-Markov). Considere um modelo linear Y = Xβ + ε, com as

seguintes suposições

E(εi) = 0, V ar(εi) = σ2 e E(εiεu) = 0,
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em que i = 1, ..., n, u = 1, ..., n, ∀i 6= u. Seja β∗ = CY , um estimador qualquer em que C

é uma matriz de constantes n× n e E(β∗) = β. Então β̂ via MQO é mais preciso que β∗,

se β̂ 6= β∗, ou seja,

cov(β∗) = cov(β̂) + A,

em que A é uma matriz positiva-definida.

Portanto o Teorema de Gauss-Markov sugere que sob a suposição de homoscedasti-

cidade o melhor estimador é o estimador MQO. Entretanto nosso interesse está em verificar

o quão eficiente é o estimador MQO em relação aos estimadores LMS e LTS, quando os

dados apresentam pontos de alavanca sob homoscedasticidade e heteroscedasticidade.

Considerando a hipótese de heteroscedasticidade temos que o estimador da matriz

de covariâncias não é consistente nem não-viesado. Para tentar solucionar esse problema

Halbert White (1980), apresentou um estimador para a matriz de covariâncias quando a

suposição de homoscedasticidade é violada. O estimador de White é expresso como

HC0= (X>X)−1X>Φ̂0X(X>X)−1,

em que Φ̂0 = diag {ε̂21, ..., ε̂2n}. Segundo Cribari-Neto & Soares (2003), resultados de si-

mulações apontam que o estimador HC0 de White pode ser muito viesado em amostras

finitas e que a presença de pontos de alavancagem tem grande influência sobre o desem-

penho de estimadores consistentes e testes associados. Para resolver esse novo problema

outros pesquisadores desenvolveram novos estimadores consistentes baseados nas ideias

de White.

Segundo MacKinnon & White (1985), uma maneira simples de modificar o estima-

dor HC0 é usar uma correção de graus de liberdade similar ao que é convencionalmente

usado para obter estimativas imparciais de σ2. Este estimador modificado foi sugerido

por Hinkley (1977) e denotado por HC1, dado por

HC1=
n

(n− p)
(X>X)−1X>Φ̂0X(X>X)−1,

em que n é o número de observações e p o número de parâmetros.

Outra maneira de compensar o fato de que o estimador HC0 pode subestimar a

variância dos reśıduos do MQO foi proposta por Horn et. al (1975), denotado por HC2,

dado por
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HC2= (X>X)−1X>Φ̂2X(X>X)−1,

em que

Φ̂2 = diag {ε̂21/(1− hi), ..., ε̂2n/(1− hn)},

e hi é o i-ésimo elemento da matriz de alavancagem X(X>X)−1X>.

Davidson & Mackinnon (1993) propuseram um estimador baseado na técnica de

Jackknife. Essa técnica consiste em recalcular n vezes as estimativas de MQO para o vetor

de β, cada vez retirando uma das observações, e então usar a variabilidade das estimativas

obtidas como estimativas da variância do estimador MQO original. O estimador HC3 é

dado por

HC3= (X>X)−1X>Φ̂3X(X>X)−1,

em que

Φ̂3 = diag {ε̂21/(1− hi)2, ..., ε̂2n/(1− hn)2}

e hi são os elementos da matriz de alavancagem.

Cribari-Neto & Zarkos (2004) propõe uma modificação do estimador HC3, deno-

tado por HC4, dado por

HC4= (X>X)−1X>Φ̂4X(X>X)−1,

em que

Φ̂4 = diag
{
ε̂21/(1− h1)δ1 , ..., ε̂2n/(1− hn)δn

}
,

δi = min
{

4, nhi/
∑n

j=1 hi

}
e
∑n

i=1 hi = tr(H) = p. O expoente que controla o grau

de desconto para a observação i é dado pela razão entre o valor de hi e a média dos

hi. Quanto maior a alavancagem da i-ésima observação, mais inflado é ε̂2 pelo fator de

desconto.

Um novo estimador para matriz de covariâncias sob heteroscedasticidade foi pro-

posto por Cribari-Neto et. al (2007), denotado por HC5. O estimador HC5 é definido

como

HC5= (X>X)−1X>Φ̂5X(X>X)−1,
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em que

Φ̂ = diag
{
ε̂21/
√

(1− h1)α1 , ..., ε̂2n/
√

(1− hn)αn

}
e

αi = min

{
hi
h̄
,max

{
4,
khmax

h̄

}}
= min

{
nhi
p
,max

nkhmax

p

}
,

sendo k uma constante pré definida 0 < k < 1, hmax = max {h1, ..., hn} é o valor máximo

de alavancagem e temos que h̄ = n−1
∑n

i=1 hi = p/n. A constante αi determina o quanto

o i-ésimo quadrado dos reśıduos deve ser inflado afim de explicar a i-ésima observação de

alavancagem.



Caṕıtulo 4

Modelo de Regressão Robusto

Neste caṕıtulo será apresentado os estimadores robustos propostos por Rousseeuw

(1984), a saber, os estimadores LMS e LTS, destacando suas caracteŕısticas e definições,

além do algoŕıtimo computacional para obter as estimativas robustas. Por fim, será apre-

sentado uma motivação para o uso dos estimadores robustos, retratando a influência dos

pontos de alavanca para o ajuste da reta de regressão.

4.1 Estimadores Robustos

O estimador de mı́nimos quadrados ordinários não apresenta nenhuma resistên-

cia a observações discrepantes produzindo assim estimativas pouco confiáveis, contudo os

estimadores robustos propostos por Rousseeuw (1984) apresentam a noção de ponto de

ruptura introduzida por Hampel (1971) como sendo a maior proporção de dados contami-

nados por observações extremas que um estimador pode suporta para produzir estimativas

satisfatórias, ou seja, os estimadores robusto propostos por Rousseeuw assumem que se

até 50% dos dados apresentarem pontos de alavanca ou outliers ainda é posśıvel se ter

boas estimativas enquanto que o estimador de mı́nimos quadrados ordinários apresenta

ponto de ruptura igual a zero.

Rousseeuw (1984) apresentou uma nova forma de realizar estimativas mais robustas

a partir da menor mediana dos quadrados dos reśıduos, já que a mediana é uma medida

de tendência central com grande resistência a valores extremos garantindo uma certa

robustez ao estimador, denotado por least median of squares (LMS). A estimativa LMS

de β̂ é dada por:
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β̂ = min[mediana(ε̂2i )],

em que o reśıduo ε̂i = yi− β̂0− ...− β̂p−1xi,p−1, é obtido a partir das estimativas do MQO

e p é o número de parâmetros no modelo. Esse estimador possui ponto de ruptura de 50%

e possui um grau de convergência pequeno igual n−1/3, sendo assim ineficiente com erros

normalmente distribúıdos já que apresentam uma pequena taxa de convergência.

Bulhões (2013), detalha o algoŕıtimo para o cálculo dos estimadores LMS e LTS.

Assim a computação das estimativas de LMS é dada pela execução das seguintes etapas.

• Determine todos
(
n
p

)
subconjuntos de tamanho p de {1, ..., n}.

• Para cada um dos subconjuntos {i1, ..., ip}, compute as estimativas β̂ de MQO.

• Calcule os reśıduos associados a cada uma das estimativas obtidas no passo anterior

e observe o valor do reśıduo mediano correspondente a cada subconjunto.

• Identifique qual subconjunto {i1, ..., ip} gerou menor valor de reśıduo mediano. A

estimativa β̂ de LMS é fornecida por esse subconjunto.

Rousseeuw (1984) apresentou um outro estimador com ponto de ruptura de 50%

e taxa de convergência igual n−1/2 sendo mais eficiente que o estimador LMS, denotado

por least trimmed squares (LTS), como uma solução para a pequena convergência do

estimador LMS. Assim a estimativa LTS de β̂ é dado por:

β̂ = min(Σh
i=1(ε

2
1:n)),

em que os reśıduos obtidos através das estimativas do MQO ε1, ε2, ..., εn, são ordenados e

o valor ótimo de h é o maior inteiro contido na quantidade (n+ p+ 1)/2 (Souza, 2011).

As estimativas do LTS é dada pela execução das seguintes etapas:

• Determine todos
(
n
p

)
subconjuntos de tamanho p de {1, ..., n}.

• Para cada um dos subconjuntos {i1, ..., ip}, compute as estimativas β̂ de MQO.

• Calcule os reśıduos associados a cada uma das estimativas obtidas no passo anterior,

ordene as componentes de cada vetor e observe o valor da soma do quadrado dos h

primeiros reśıduos correspondentes a cada subconjunto.

• Identifique qual subconjunto {i1, ..., ip} gerou menor valor daquela soma de reśıduos.

A estimativa β̂ de LTS é fornecida por este subconjunto.
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4.2 Comparação dos estimadores robustos e de mı́ni-

mos quadrados ordinários

Souza (2011) apresenta uma figura que ajuda a entender o que acontece com as

retas de regressão: MQO, LMS e LTS, quando a variável independente apresenta pontos

de alavanca. Assim a Figura (4.1) apresenta os ajustes do modelo de regressão yi = β0 +

β1xi1+εi, i = 1, ..., 20 obtidos via MQO, LMS e LTS. Dois cenários foram considerados, um

balanceado (sem pontos de alavanca) e outro não-balanceado (com pontos de alavanca).

Os valores da covariável correspondem a valores igualmente espaçados entre 0 e 1, esse

é o que chamamos de cenário 1 (dados sem pontos de alavanca). No segundo cenário,

cenário 2, foi substitúıdo a última observação da covariável por 4 a fim de introduzir

um ponto de alavanca nos dados, ou seja, para que o último elemento da diagonal da

matriz X(X>X)−1X> ultrapasse 3p/n = 0.30, o valor limite comumente utilizado na

identificação de pontos de alavanca.

Nos dois cenários tomamos β0 = 10 e β1 = 5. Foi feito o ajuste do modelo consi-

derando os estimadores MQO, LMS e LTS como apresenta a Figura (4.1). Observamos

que no cenário 1, os reśıduos obtidos através do LMS, LTS e MQO são semelhantes,

diferenciando-se um pouco nas últimas observações. No cenário 2, há um ponto de alta

alavancagem (hmax ' 0.8584), podemos observar que a reta de regressão do MQO é arras-

tada para longe das retas de regressão do LMS e LTS mostrando a influência que os pontos

de alavanca podem causa no ajuste da reta de regressão quando se utiliza o estimador

MQO, ou seja, os estimadores robustos são capazes de suportar a presença de pontos de

alavanca e ainda gerar boas estimativas o que não acontece com o estimador de mı́nimos

quadrados ordinários já que este possui ponto de ruptura igual a zero.
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Figura 4.1: Ajustes do modelo de regressão yi = β0 +β1xi1 +εi, i = 1, ..., 20, considerando

os estimadores, MQO, LMS e LTS nos cenários 1 e 2.



Caṕıtulo 5

Avaliação numérica

As simulações de Monte Carlo foram feitas na plataforma computacional do R , por

ser um software livre que permiti realizar cálculos e elaborar gráficos (Kleiber & Zeileis,

2008). O experimento de Monte Carlo foi baseado no modelo de regressão linear

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + εi, i = 1, ..., n,

as covariáveis x1 e x2 foram obtidas a partir da distribuição uniforme de tamanho n no

intervalo [0, 1]. O vetor de erros εi foi obtido de três formas diferentes:

• εi ∼ N (0, 1),

• εi ∼ t(3),

• εi ∼ χ2
(2).

Para as simulações de Monte Carlo foram considerados quatro cenários, a saber:

• cenário 1: refere-se a um conjunto de dados sem pontos de alavanca (cenário balan-

ceado) e sob homoscedasticidade, considerando os erros obtidos a partir das distri-

buições N (0, 1), χ2
2 e t3 com os tamanhos amostrais n = 50, 100, 150.

• cenário 2: refere-se a um conjunto de dados com a substituição das duas últimas

observações por pontos de alavanca (cenário não-balanceado) e sob homoscedastici-

dade, considerando os erros obtidos a partir das distribuições N (0, 1), χ2
2 e t3 com

os tamanhos amostrais n = 50, 100, 150.
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• cenário 3: refere-se a um conjunto de dados sem pontos de alavanca (cenário ba-

lanceado) e sob heteroscedasticidade, considerando os erros obtidos a partir das

distribuições N (0, 1), χ2
2 e t3 com os tamanhos amostrais n = 50, 100, 150.

• cenário 4: refere-se a um conjunto de dados com a substituição das duas últimas

observações por pontos de alavanca (cenário não-balanceado) e sob heteroscedasti-

cidade, considerando os erros obtidos a partir das distribuições N (0, 1), χ2
2 e t3 com

os tamanhos amostrais n = 50, 100, 150.

O esquema a seguir apresenta os cenários utilizados nas simulações de Monte Carlo.

cenário 1 // balanceado

Homoscedástico //

66

cenário 2 // não-balanceado

Heteroscedástico //

((

cenário 3 // balanceado

cenário 4 // não-balanceado

Para o cenário 2 e o cenário 4 as duas últimas observações da covariável x2 foram

substitúıdas por pontos que ultrapassaram o limite comumente utilizado de 3p/n para

classificar uma observação como ponto de alavanca. As medidas de alavancagem de cada

observação podem ser obtidas através da matriz de alavancagem definida como

H = X(X>X)−1X>,

em que X é a matriz de regressores de dimensão n × p + 1 e os elementos da matriz de

alavancagem serão definidos por hi, assim o elemento hi que ultrapassar o valor de 3p/n

pode ser interpretado como ponto de alavanca.

Para analisar o cenário 3 e o cenário 4 foi considerada uma medida de grau de

heteroscedasticidade que aumenta a medida que se aumenta o tamanho amostral, definida

como:

λ = max(σ2
i )/min(σ2

i ),
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em que o valor de λ é a razão entre a máxima e a mı́nima variância e depende apenas da

função cedástica

σi =
√
exp(c1 + c2x1).

em que c > 0. Sob o cenário homoscedástico foi considerado c1 = c2 = 0, ou seja, σi = 1,

já em relação ao cenário heteroscedástico foram considerados 2 casos, a saber:

• c1 = c2 = 7.900, gerando λ ' 50,

• c1 = c2 = 9.309, gerando λ ' 100.

Foram realizadas 10.000 réplicas de Monte Carlo considerando que cada tamanho

amostral foi duplicado e triplicado a partir do n = 50, assim é posśıvel analisar os impactos

das estimativas à medida que o tamanho da amostra aumenta, garantindo também que a

medida do grau de heteroscedasticidade permaneça constante com os diferentes tamanhos

amostrais.

Nos estudos de simulação foram considerados que os verdadeiros valores dos pa-

râmetros são β0 = 1, β1 = 1 e β2 = 0. As estimativas dos parâmetros foram obtidas

através dos estimadores MQO, LMS e LTS, para cada tamanho amostral, com objetivo

de analisar o erro quadrático médio (EQM) e o viés a medida que se aumenta o tamanho

da amostra nos cenários considerados.

5.1 Resultados da simulação

Através das simulações de Monte Carlo é posśıvel avaliar o desempenho dos esti-

madores MQO, LMS e LTS, considerando as suposições de homoscedasticidade e heteros-

cedasticidade. Os principais resultados encontram-se resumidos a seguir.

Primeiro, no cenário homoscedástico apresentado nas Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3, repre-

sentando respectivamente os erros obtidos a partir das distribuições N (0, 1), χ2
(2) e t(3),

foi observado que o estimador MQO apresentou o maior número de estimativas com me-

nor viés e EQM. Contudo em alguns momentos os estimadores LMS e LTS apresentaram

os menores vieses, por exemplo, na Tabela 5.1 (cenário balanceado) com ε ∼ N (0, 1),

observamos que o MQO apresentou menor viés a medida que se aumentou o tamanho

amostral, entretanto no cenário não-balanceado o MQO com n = 150 apresentou um
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único viés menor que o dos outros estimadores. Na Tabela 5.2 com ε ∼ χ2
(2), o estimador

LTS apresentou em vários momentos um viés menor que o produzido via estimativas de

MQO, por exemplo, no cenário balanceado para as estimativas de β0 com n = 50, 100, 150

o LTS obteve o menor viés. Por fim, na Tabela 5.3 (cenário balanceado) com ε ∼ t(3),

o MQO apresentou um menor viés a medida que se aumentou o tamanho da amostra,

exceto com n = 100 para a estimativa de β2, já para a estimativa de β2 com n = 50 o

MQO subestimou o verdadeiro valor do parâmetro em relação aos estimadores robustos.

No cenário não-balanceado com n = 150 os estimadores robustos apresentaram menor

viés, ou seja, o MQO apresentou menor viés com menores tamanhos amostrais além de

subestimar o verdadeiro valor de β0 e β2.

Segundo, na Tabela 5.4 cenário heteroscedástico e ε ∼ N (0, 1) com λ ' 50, ao

contrário do estimador MQO que apresentou menor viés para n = 150 o estimador LMS

apresentou menor viés com menor tamanho amostral (n = 50), já com n = 100 o MQO

subestimou as estimativas de β0 e superestimou as estimativas β2 em relação aos esti-

madores robustos. Para λ ' 100 verificamos que o LTS apresentou o maior número de

estimativas com menor viés, exceto para as estimativas de β1 com n = 100 além de β0 e

β1 com n = 150 pelo MQO, em que as estimativas dos parâmetros foram subestimadas

e superestimadas em relação as estimativas robustas, respectivamente. Considerando a

Tabela 5.5 com λ ' 50, o MQO apresentou o menor viés com n = 100, 150, exceto na

estimativa de β2 para n = 150 pelo LMS, já o LTS apresentou menor viés para n = 50.

No caso com λ ' 100, o MQO continuou apresentando o menor viés com n = 100, 150,

exceto em um momento para a estimativa de β2 com n = 150 pelo LMS, entretanto o

LMS apresentou o menor viés para n = 50. Esses resultados são justificados pela pouca

eficiência dos estimadores robusto com erros normalmente distribúıdos.

Terceiro, no cenário heteroscedástico Tabelas 5.6 e 5.7 com erros obtidos a partir

da distribuição χ2
(2), o estimador MQO não gerou nenhuma estimativa com menor viés

em relação aos estimadores robustos. Na Tabela 5.6 (cenário balanceado) com λ ' 50,

o LTS apresentou menor viés para n = 150, exceto para a estimativa do β1 pelo LMS.

Considerando λ ' 100 o LMS apresentou o menor viés, exceto em três momentos, com n =

50, 100, 150 para as estimativas de β0 pelo LTS. Na Tabela 5.7 (cenário não-balanceado)

com λ ' 50 e λ ' 100, o estimador LMS se manteve com menor viés, exceto em três

momentos para as estimativas de β0 com n = 50, 100, 150 pelo LTS.
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Quarto, no cenário heteroscedástico apresentado nas Tabelas 5.8 e 5.9 com erros

provenientes da distribuição t(3), os estimadores robustos apresentaram o maior número

de estimativas com menor viés. Por exemplo, na Tabela 5.8 (cenário balanceado) com

λ ' 50, o LTS apresentou menor viés com n = 50, 150, exceto em um momento na

estimativa de β0 com n = 50 pelo MQO. Considerando λ ' 100 o MQO não apresentou

nenhum viés menor que os estimadores robustos, sendo que o LTS apresentou o menor

viés nos tamanhos amostrais n = 100, 150. Na Tabela 5.9 (cenário não-balanceado) com

λ ' 50, o MQO não apresentou nenhuma viés menor que os outros estimadores robustos,

sendo que o LTS apresentou menor viés a medida que se aumentou o tamanho amostral

(n = 100, 150), exceto na estimativa de β2 com n = 100 pelo LMS, entretanto quando se

considera o caso com λ ' 100 o LMS apresentou menor viés com n = 50, 100, 150, exceto

em alguns tamanhos amostrais com n = 50, 100 pelos estimadores MQO e LTS.

Considerando os cenários homoscedásticos, os resultados mostraram que quando

os erros são gerados a partir das distribuições normal padrão e t-student com 3 graus

de liberdade o MQO apresentou o menor EQM, já em relação a distribuição χ2
(2) os

estimadores robustos geraram o menor EQM com maiores tamanhos amostrais, contudo

nos cenários heteroscedásticos os valores do EQM obtidos a partir das estimativas do

MQO foram muito maiores que o EQM dos estimadores robustos, por exemplo, na Tabela

5.4 (cenário balanceado) com λ ' 100 o EQM de β̂0MQO foi quase quatro vezes maior que

o EQM de β̂0LTS, ou seja, os estimadores robustos apresentaram melhores estimativas sob

o cenário heteroscedástico, entretanto sob o cenário homoscedástico seus valores de EQM

não foram muito diferentes do MQO.

Por fim, quando considerado o cenário homoscedástico balanceado, foi visto que

os estimadores robustos apresentaram melhores estimativas nos menores tamanhos amos-

trais, por outro lado, considerando o caso não-balanceado os estimadores robustos apre-

sentaram menor viés a medida que se aumentou o tamanho das amostras. No cenário

heteroscedástico balanceado, os estimadores robustos não apresentaram um ótimo de-

sempenho quando os erros são gerados a partir da distribuição normal padrão, contudo

as estimativas robustas passam a apresentar menor viés quando se aumenta o grau de

heteroscedasticidade. Considerando as outras distribuições os estimadores robustos apre-

sentaram melhores estimativas em relação ao estimador MQO, além de apresentarem um

erro quadrático médio muito inferior ao do estimador MQO, concluindo assim que o uso
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dos estimadores robustos tem maior impacto quando se considera os cenários heteroscedás-

ticos, sendo o estimador LTS o que apresentou o maior número de estimativas com menor

viés nos tamanhos amostrais superiores, por outro lado, o estimador MQO apresentou

menor viés e EQM quando considerado um cenário homoscedástico balanceado.
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ié

s
e

E
Q

M
ob

ti
d
os

p
el

os
es

ti
m

ad
or

es
M

Q
O

,
L

M
S

e
L
T

S
co

m
b
as

e
n
o

m
o
d
el

o
y i

=
β
0
+
β
1
x
i1

+
β
2
x
i2

+
ε i

,
ε i
∼
χ
2 (2
),
i

=
1,
..
.,
n

,

n
o

ce
n
ár

io
1

(b
al

an
ce

ad
o)

e
ce

n
ár

io
2

(n
ão

-b
al

an
ce

ad
o)

,
so

b
h
om

os
ce

d
as

ti
ci

d
ad

e.

C
en

ár
io

P
ar

âm
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ié
s

E
Q

M
V

ié
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ié

s
e

E
Q

M
ob

ti
d
os

p
el

os
es

ti
m

ad
or

es
M

Q
O

,
L

M
S

e
L
T

S
co

m
b
as

e
n
o

m
o
d
el

o
y i

=
β
0

+
β
1
x
i1

+
β
2
x
i2

+
ε i

,
ε i
∼
N

(0
,1

),

i
=

1,
..
.,
n

,
n
o

ce
n
ár

io
4

(n
ão

-b
al

an
ce

ad
o)

,
so

b
h
et

er
os

ce
d
as

ti
ci

d
ad

e.

C
en

ár
io

4
P

ar
âm
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ié
s

E
Q

M
V

ié
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ié
s

E
Q

M

β
0
M

Q
O

−
0
.0
8
8
4

7
1
4
.2

4
0
8

0
.2

1
8
3

4
1
0
.5

4
0
5

−
0
.0

4
7
5

2
4
5
.3

4
9
2

β
0
L
M

S
−

0.
20

1
6

1
0
4
.3

0
0
0

0
.0
5
6
8

7
1
.0

4
0
8

0
.0

1
4
9

5
9
.3

3
5
8

β
0
L
T
S

−
0.

15
8
0

7
1
.0
0
1
4

0
.0

7
0
2

3
3
.9
1
5
7

−
0
.0
0
9
1

2
4
.1
5
2
7

β
1
M

Q
O

0.
29

1
6

2
2
0
9
.5

6
7
3

−
0
.2
9
2
0

1
2
4
6
.9

1
7
4

−
0
.2

6
8
5

7
8
0
.7

2
3
2

β
1
L
M

S
0.

34
8
0

6
1
5
.9

2
8
7

−
0.

3
1
0
0

4
2
9
.8

2
9
0

−
0
.1

6
8
1

3
5
1
.3

0
8
7

β
1
L
T
S

0
.1
9
7
4

4
8
9
.5
3
1
9

−
0.

3
2
6
1

2
8
5
.9
0
0
5

0
.0
1
2
5

2
0
8
.7
3
7
5

β
2
M

Q
O

−
0.

16
2
4

1
5
5
9
.1

1
3
9

−
0.

2
6
5
7

8
6
3
.6

4
1
4

0
.2

9
1
8

5
1
7
.5

3
8
5

β
2
L
M

S
0.

20
1
3

1
4
0
.3

2
9
7

0
.0
1
9
2

9
3
.6

6
4
4

0
.0

3
1
8

7
6
.2

3
4
6

β
2
L
T
S

0
.1
5
1
5

9
1
.0
5
4
4

−
0.

0
2
9
3

4
2
.6
1
1
2

0
.0
0
4

2
9
.2
9
9
3

C
en

ár
io

3
P

ar
âm
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Caṕıtulo 6

Aplicação

Neste caṕıtulo apresentaremos uma aplicação do uso da regressão robusta quando

os dados apresentam outliers, pontos de alavanca e encontram-se sob o cenário heteros-

cedástico, caracteŕısticas essas que nas simulações de Monte Carlo mostraram o melhor

desempenho dos estimadores robustos em ajustar a reta de regressão. Para esta aplica-

ção, os dados considerados foram extráıdos de Greene (1997, Tabela 12.1, p.541) e sua

fonte original é o Departamento de Comércio dos Estados Unidos. Adicionalmente, este

conjunto de dados está dispońıvel no pacote sandwich do software estat́ıstico R (Kleiber

& Zeileis, 2008). A variável resposta refere-se aos gastos per capita em escolas públicas

e a variável independente representa a renda per capita por Estado, ambas definidas em

dólares, sendo está reescalonada por 10−4. O Estado de Wisconsin foi exclúıdo da amostra

por apresentar valores faltantes, totalizando assim uma amostra de tamanho n = 50.

Os dados usados para essa aplicação encontram-se dispostos na Tabela 6.1. Através

de uma análise descritiva podemos verificar que o menor valor do gasto per capita é

259.00 US$ e o maior é 821.00 US$, correspondendo aos Estados do Mississippi e Alaska,

respectivamente, com um gasto per capita médio de 373.26 US$ e desvio padrão 94.55

US$. O menor valor da renda per capita por Estado é 5736 US$ e o maior é 10851

US$, correspondendo também aos Estados do Mississippi e Alaska, respectivamente, com

uma renda média por Estado de 7608.56 US$ e desvio padrão 1050.64 US$. Para a

identificação dos pontos de influência e alavanca foram consideradas medidas de influência

como Distância de Cook e matriz de alavancagem, além da análise gráfica que também

permite visualizar a distribuição dos dados. Foi visto através do teste de linearidade

de Ramsey (1969), que a variável renda não foi suficiente para a adequação do modelo,
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necessitando-se assim da variável renda ao quadrado, denotada por x2. A suposição de

homoscedasticidade foi verificada pelo teste de Koenker & Bassett (1978), resultando em

um modelo heteroscedástico, ou seja, o estimador usual da matriz de covariâncias terá

que ser substitúıdo por outros estimadores consistentes.

Tabela 6.1: Dados sobre o gasto per capita em escolas públicas e a renda per capita por

Estado em 1979 nos Estados Unidos.

Estado Gasto Renda Estado Gasto Renda Estado Gasto Renda

Alabama 275 6247 Maine 327 6333 Oregon 397 7839

Alaska 821 10851 Maryland 427 8306 Pennsylvania 412 7733

Arizona 339 7374 Massachusetts 427 8063 Rhode Island 342 7526

Arkansas 275 6183 Michigan 466 8442 South Carolina 315 6242

California 387 8850 Minnesota 477 7847 South Dakota 321 6841

Colorado 452 8001 Mississippi 259 5736 Tennessee 268 6489

Connecticut 531 8914 Missouri 274 7342 Texas 315 7697

Delaware 424 8604 Montana 433 7051 Utah 417 6622

Florida 316 7505 Nebraska 294 7391 Vermont 353 6541

Georgia 265 6700 Nevada 359 9032 Virginia 356 7624

Hawaii 403 8380 New Hampshire 279 7277 Washington 415 8450

Idaho 304 6813 New Jersey 423 8818 Washington DC 428 10022

Illinois 437 8745 New Mexico 388 6505 West Virginia 320 6456

Indiana 345 7696 New York 447 8267 Wisconsin * 7597

Iowa 431 7873 North Carolina 335 6607 Wyoming 500 9096

Kansas 355 8001 North Dakota 311 7478

Kentucky 260 6615 Ohio 322 7812

Louisiana 316 6640 Oklahoma 320 6951

* Dado faltante

Inicialmente o modelo adotado apresentou a forma

yi = β0 + β1xi1 + εi, i = 1, ..., 50,

em que y representa o gasto per capita em escolas públicas e x representa a renda per

capita por Estado nos Estados Unidos. Os parâmetros do modelo foram estimados via

MQO e suas estimativas pontuais são β̂0 = −151.3 e β̂1 = 689.4.

Através da Figura 6.1 podemos observa a presença de outliers na variável resposta

e pontos de alavanca na variável independente, sendo estes pontos que excedem os limites
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superiores do boxplot, é posśıvel verificar também que a variável gasto per capita apre-

senta uma certa assimetria a direita já a variável renda per capita apresenta assimetria a

esquerda.

●

30
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Figura 6.1: Boxplot da variável gasto per capita em escolas públicas e renda per capita

por Estado em 1979 nos Estados Unidos.

A Distância de Cook permite determinar o grau de influência da i-ésima observação

nos dados sobre a estimativa de β, quando a i-ésima observação é exclúıda (Cook, 1977).

Na Figura 6.2 podemos visualizar que a observação 2 (Estado do Alaska) ultrapassa o

valor 0.70 correspondente ao quantil aproximado da distribuição F(0.5,2,48), identificando

o Estado do Alaska como posśıvel ponto de influência sobre as estimativas do parâmetro,

sendo o reśıduo correspondente a essa observação 4.11 e a distância de Cook é 2.31.
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Figura 6.2: Distância de Cook do modelo yi = β0 + β1xi1 + εi, i = 1, ..., 50.

A Figura 6.3 permite identificar um ponto de influência e três pontos de alavanca.

Por exemplo, o gráfico (a) é o cruzamento dos reśıduos estudentizados e alavancagem, em

que as áreas dos ćırculos são proporcionais a distância de Cook (Fox, 2002), é posśıvel

identificar o Estado do Alaska como ponto de influência devido ao tamanho do circulo,

já o gráfico (b) apresenta os valores da matriz de alavancagem versus as observações

ordenadas. Através da matriz de alavancagem, H = X(X>X)−1X>, é posśıvel identificar

os elementos hi que possuem alta alavancagem, ou seja, os elementos que ultrapassarem

o valor 2p/n ' 0.08, destacando-se os Estados do Alaska com hi ' 0.214, Washington

DC com hi ' 0.127 e Mississippi com hi ' 0.084. Então para minimizar a influência

sobre os parâmetros de regressão quando existem observações potencialmente influentes

ou pontos de alavanca é recomendado o uso da regressão robusta, caso seja confirmada a

plausibilidade dos valores (Barbieri, 2012).
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Figura 6.3: Gráficos para identificar posśıveis pontos de influência e de alavanca no modelo

yi = β0 + β1xi1 + εi, i = 1, ..., 50.

As técnicas estat́ısticas anteriormente permitiram observar um ponto de influên-

cia referente ao Estado do Alaska na variável gasto per capita e três pontos de alavanca

referentes ao Estado do Alaska, Washington DC e Mississippi na variável renda per ca-

pita. A Figura 6.4 apresenta os impactos sofridos pela reta de regressão considerando os

estimadores MQO, LMS e LTS na presença dessas observações discrepantes, sendo posśı-

vel observar que os estimadores MQO e LMS sofreram os maiores desvios em relação ao

estimador LTS devido a observação do Estado do Alaska que possui maior alavancagem.

A Tabela 6.2 apresenta as estimativas pontuais do modelo ajustado via os estimadores

MQO, LMS e LTS. Podemos observar que as estimativas de β0 são negativa para os três

estimadores, entretanto o β̂0 via MQO é quase três vezes maior que β̂0 via LTS.

Tabela 6.2: Estimativas pontuais de β0 e β1 considerando o modelo yi = β0 + β1xi1 + εi,

i = 1, ..., 50, via estimadores MQO, LMS e LTS.

Estimadores β̂0 β̂1

MQO −151 689

LMS −99 626

LTS −60 562
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Figura 6.4: Ajustes do modelo de regressão yi = β0 +β1xi1 +εi, i = 1, ..., 50, considerando

os estimadores MQO, LMS e LTS.

Para verificarmos a suposição de normalidade dos reśıduos, utilizamos o teste de

normalidade de Shapiro & Wilks (1965) que é útil quando os dados apresentam poucas

observações, cuja hipótese nula é que os reśıduos seguem distribuição normal padrão,

através desse teste obtivemos um p-valor< 5 × 10−3, sendo p-valor a probabilidade de

rejeitar a hipótese nula quando ela é verdadeira, rejeitando assim a hipótese que os reśıduos

seguem distribuição normal padrão ao ńıvel de 5% de significância. Na Figura 6.5, o gráfico

(a) apresenta os reśıduos padronizados versus os quantis da distribuição normal padrão,

denotado por QQplot, é posśıvel verificar que as observações estão se distanciando da reta

em vários momentos, já o gráfico (b) apresenta a distribuição de frequência dos reśıduos

padronizados. Então é posśıvel confirmar junto com os resultado obtidos pelo teste de

normalidade, QQPlot e o histograma que os reśıduos não seguem distribuição normal

padrão.
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Figura 6.5: Gráfico para verificar suposição de normalidade dos reśıduos do modelo yi =

β0 + β1xi1 + εi, i = 1, ..., 50.

Para verificar a suposição de homoscedasticidade do modelo, foi utilizado o teste

de Koenker & Bassett (1978), pois este funciona bem quando os reśıduos não seguem

distribuição normal padrão. Com um p-valor< 6 × 10−4, rejeitamos a hipótese nula de

homoscedasticidade ao ńıvel de significância de 5%, ou seja, sendo necessário o uso dos

estimadores consistentes da matriz de covariâncias já que o estimador usual da matriz

de covariâncias não é mais confiável. A Figura 6.6 apresenta os reśıduos padronizados

versus os valores ajustados, assim os reśıduos que estiverem fora do limite [−2, 2] são

considerados muito grandes.
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Figura 6.6: Gráfico para verificar suposição de homoscedasticidade dos reśıduos do modelo

yi = β0 + β1xi1 + εi, i = 1, ..., 50.

Para verificar a relação entre a variável resposta e a variável independente foi

utilizado o teste de linearidade de Ramsey (1969), que consiste em incluir uma variável

x2 no modelo e verificar se ela é significativa em conjunto através de um teste F. Com

p-valor< 3× 10−3 podemos rejeitar a hipótese nula de linearidade do modelo ao ńıvel de

5%, ou seja, conclúımos que o modelo é da forma

yi = β0 + β1xi1 + β2x
2
i2 + εi,

A partir da Figura 6.7 podemos observar que os pontos encontram-se bastante dis-

persos, sendo necessário a inclusão da variável x2 por causa da posśıvel relação quadrática.

O R2, coeficiente de determinação, avalia o poder explicativo do modelo, ou seja, quantos

por cento da variabilidade da variável resposta é explicada pelas variáveis independentes.

Com a inclusão da nova variável ao modelo o poder explicativo passou de R2 ' 0.58 para

R2 ' 0.65.
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Figura 6.7: Gráfico para verificar a relação linear entre a variável resposta e a variável

independente.

A Tabela 6.3 apresenta as estimativas pontuais do modelo yi = β0+β1xi1+β2x
2
i2+εi,

i = 1, ..., 50, via os estimadores MQO, LMS e LTS. Podemos observar que as estimativas

via LTS para β0, β1 e β2 são quase o dobro das estimativas dos mı́nimos quadrados

ordinários, porém apesar disso todos os estimadores apresentaram o mesmo sinal nas

estimações.

Tabela 6.3: Estimativas pontuais de β0, β1 e β2 considerando o modelo yi = β0 + β1xi1 +

β2x
2
i2 + εi, i = 1, ..., 50, via os estimadores MQO, LMS e LTS.

Estimadores β̂0 β̂1 β̂2

MQO 832 −1834 1587

LMS 1323 −3250 2558

LTS 1808 −4365 3196

O teste de normalidade de Shapiro & Wilks (1965), aplicado nos reśıduos padroni-

zados do modelo ŷi = β̂0 + β̂1xi1 + β̂2x
2
i2 + ε̂i com i = 1, ..., 50, gerou um p-valor< 0.1721

garantindo a suposição de normalidade do modelo ao ńıvel de 5% de significância. O teste

homoscedasticidade de Koenker & Bassett (1978) gerou um p-valor < 3 × 10−4, ou seja,

estamos diante de um cenário heteroscedástico com 5% de significância. A Figura 6.8

apresenta o comportamento dos reśıduos padronizados, sendo posśıvel observa no gráfico

(b) que os reśıduos são tendenciosos, já que as observações não encontram-se espalhadas
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aleatoriamente entre os limites [−2, 2] configurando um cenário heteroscedástico.
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Figura 6.8: Histograma (a) e gráfico para verificar a suposição de homoscedasticidade dos

reśıduos (b), considerando os reśıduos padronizados do modelo ŷi = β̂0+ β̂1xi1+ β̂2x
2
i2+ ε̂i,

i = 1, ..., 50.

Na Figura 6.9 (a), referente a Distância de Cook, é posśıvel observa a presença

de dois pontos de influência na variável resposta, correspondente aos Estados do Alaska

com distância de CooK 6.66 e Washington DC com distância de Cook 8.87 × 10−1, pois

ultrapassam o quantil da distribuição F(0.5,3,47) ' 0.8, diferente do modelo yi = β0+β1xi1+

εi, i = 1, ..., 50, que apresentava apenas um ponto de influência correspondente ao Estado

do Alaska. A Figura 6.9 (b) apresenta três pontos de alavanca referentes aos Estados do

Alaska com hi ' 0.650, Washington DC com hi ' 0.207 e Mississippi hi ' 0.200, pois

ultrapassam a quantidade 2p/n ' 0.12. Por fim, na Figura 6.10 é posśıvel também verifica

que os Estados do Alaska e Washington DC se destacam dos demais por apresentarem

ćırculos com uma grande área em relação aos demais Estados.
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Figura 6.9: Distância de Cook (a) e matriz de alavancagem (b) correspondente ao modelo

yi = β0 + β1xi1 + β2x
2
i2 + εi, i = 1, ..., 50.
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Figura 6.10: Gráfico para verificar posśıveis pontos de influência no modelo yi = β0 +

β1xi1 + β2x
2
i2 + εi.

Portanto no modelo yi = β0 + β1xi1 + εi vimos que o ajuste de regressão via

LTS sofreu o menor desvio devido a alta alavancagem do Estado do Alaska. Por fim,

com a inclusão da variável x2 o modelo yi = β0 + β1xi1 + β2x
2
i2 + εi apresentou melhor

capacidade explicativa e a diferença nas estimativas pontuais, pelos estimadores robustos

e de mı́nimos quadrados ordinários, pode ser devido a influência dos outliers e pontos de



41

alavanca, concluindo que a regressão robusta é uma alternativa viável já que as estimativas

de mı́nimos quadrados ordinários é bastante afetada por essas observações.



Caṕıtulo 7

Considerações Finais

7.1 Conclusões

Através das simulações de Monte Carlo foi visto que no cenário homoscedástico ba-

lanceado o estimador MQO apresentou o menor viés com maiores tamanhos amostrais, já

no caso não-balanceado esse resultado se inverte, ou seja, os estimadores robustos geraram

o menor viés com maiores tamanhos amostrais. No cenário heteroscedástico balanceado e

não-balanceado os estimadores robustos foram muito superiores ao estimador MQO, pois

apresentaram menor viés, exceto no cenário com erros obtidos a partir da distribuição

normal padrão, entretanto quando se aumenta o grau de heteroscedasticidade os estima-

dores robustos passam a apresentar menor viés nos tamanhos amostrais superiores. Por

fim, foi visto que o estimador LTS apresentou o maior número de estimativas com menor

viés além de gerar o menor erro quadrático médio nos cenários heteroscedásticos.

Considerando a aplicação dos dados extráıdos de Greene (1997, Tabela 12.1, p.541),

no primeiro modelo yi = β0 +β1xi1 + εi, i = 1, ..., 50, através do teste de Shapiro & Wilks

(1965) foi visto que os erros não eram normalmente distribúıdos e através das medidas

de influência, como distância de Cook e matriz de alavancagem, foi posśıvel identificar

um ponto de influência referente ao Estado do Alaska e três pontos de alavanca referente

aos Estados do Alaska, Mississippi e Washington DC, pois suas observações excederam

os limites estabelecidos pelo quantil da distribuição F(0.5,p,n−p) e 2p/n, respectivamente.

Através do teste de Koenker & Bassett (1978) foi posśıvel identificar um cenário sob

heteroscedasticidade e foi visto que a reta de regressão do modelo via estimador LTS sofreu

o menor desvio devido as observações discrepantes. Em relação as estimativas pontuais
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vimos que o estimador MQO gerou um β̂0 quase três vezes menor que a estimativa de

β0 via LTS. Com o teste de linearidade de Ramsey (1969) foi observado que o modelo

precisava da variável x2 devido a posśıvel relação quadrática, gerando um novo modelo

denotado por yi = β0 + β1xi1 + β2x
2
i2 + εi, i = 1, ...50, aumentando o coeficiente de

determinação R2 ' 0.58 para R2 ' 0.65. Por fim, através da distância de Cook foi posśıvel

observar que o novo modelo apresentou dois pontos de influência, a saber, os Estados do

Alaska e Washington DC. Observou-se também que as estimativas do LTS para β0,β1 e β2

foram quase o dobro das estimativas via MQO. Portanto sob o cenário heteroscedástico e

com pontos de alavanca, considerando que os erros não são normalmente distribúıdos, os

estimadores robustos podem se tornar uma alternativa viável ao método de estimação de

mı́nimos quadrados ordinários.

7.2 Trabalhos Futuros

Serão foco das nossas pesquisas futuras:

• Avaliar o desempenho dos estimadores na presença de outliers.

• Avaliar o desempenho dos estimadores na presença de outliers e pontos de alavanca.

• Avaliar os estimadores via teste de hipótese e intervalos de confiança.
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Apêndice

Neste apêndice apresentamos os comandos utilizados nas simulações de Monte Carlo e

na aplicação.

######### Regress~ao Robusta #############

###### Simulaç~ao de Monte Carlo #####

#Será necessário reproduzir o cenário 1 varias vezes

#(até um total de 3 simulaç~oes)

#trocando o tipo do erro e o número de replicas de x10 e x20 (de 1 até 3 réplicas)

########## Pacotes requeridos ########

library(MASS)

library(car)

#############cenário 1 homoscedástico balanceado

rm(list=ls()) #remover os valores antigos, para comerçar novo cenário

###################### CENÁRIO 1 - EXPERIMENTO BALANCEADO

#é necessário reproduzir esse cenário três vezes para cada

#distribuiç~ao. Fazendo os valores das replicas de x1 e x2 variar de 1 até 3.

# Número de Replicas

R=10000

# Gerando as covariaveis

set.seed(4) #semente

x10 = runif(50, min = 0, max = 1) #variável x1

x20 = runif(50, min = 0, max = 1) #variável x2

#replicar a variável x1 e x2:1, 2, e 3 vezes,

#para gerar os tamanhos amostrais diferentes n=50,100,150.

x1=rep(x10,1)

x2=rep(x20,1)

#tamanho da variável x1

len =length(x1)

# funcao cedastica - heteroscedasticidade

#como o cenário é homoscedástico basta igualar alpha_1=alpha_2=0, torna o sigma=1
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alpha_1=0

alpha_2=0

sigma=sqrt(exp(alpha_1+alpha_2*x1))

razao = (max(sigma)/min(sigma))

razao

# Valores para beta (verdadeiro valor do parâmetro)

b0 = 1

b1 = 1

b2 = 0

# Inicializando os vetores

coeflm= matrix(0,R,3)

coeflms= matrix(0,R,3)

coeflts= matrix(0,R,3)

for (i in 1:R){

# Obtendo y

y = b0+b1*x1+b2*x2+sigma*rnorm(len) #mudar o tipo de erro

# ajustando o modelo - lm

ajustelm=lm(y~x1+x2)

# ajustando o modelo - lms

ajustelms=lqs(y~x1+x2, method = "lms")

# ajustando o modelo - lts

ajustelts=lqs(y~x1+x2, method = "lts")

# armazenando os coef

coeflm[i,]=ajustelm$coef

coeflms[i,]=ajustelms$coef

coeflts[i,]=ajustelts$coef

}

############ Vieses

# Obtendo os vieses - lm

viesLMb0 = coeflm[,1]-b0

viesLMb1 = coeflm[,2]-b1

viesLMb2 = coeflm[,3]-b2

#viés médio

mean(viesLMb0)
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mean(viesLMb1)

mean(viesLMb2)

# Obtendo os vieses - lms

viesLMSb0 = coeflms[,1]-b0

viesLMSb1 = coeflms[,2]-b1

viesLMSb2 = coeflms[,3]-b2

#viés médio

mean(viesLMSb0)

mean(viesLMSb1)

mean(viesLMSb2)

# Obtendo os vieses - lts

viesLTSb0 = coeflts[,1]-b0

viesLTSb1 = coeflts[,2]-b1

viesLTSb2 = coeflts[,3]-b2

#viés médio

mean(viesLTSb0)

mean(viesLTSb1)

mean(viesLTSb2)

############ Variancia

# Obtendo variancias - lm

varLMb0 = var(coeflm[,1])

varLMb1 = var(coeflm[,2])

varLMb2 = var(coeflm[,3])

varLMSb0 = var(coeflms[,1])

varLMSb1 = var(coeflms[,2])

varLMSb2 = var(coeflms[,3])

varLTSb0 = var(coeflts[,1])

varLTSb1 = var(coeflts[,2])

varLTSb2 = var(coeflts[,3])

####### EQM

# Obtendo EQM - lm

EQMLMb0 = mean(varLMb0)+ ((mean(viesLMb0))^2)

EQMLMb1 = mean(varLMb1)+ ((mean(viesLMb1))^2)

EQMLMb2 = mean(varLMb2)+ ((mean(viesLMb2))^2)
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# Obtendo EQM - lms

EQMLMSb0 = mean(varLMSb0)+ ((mean(viesLMSb0))^2)

EQMLMSb1 = mean(varLMSb1)+ ((mean(viesLMSb1))^2)

EQMLMSb2 = mean(varLMSb2)+ ((mean(viesLMSb2))^2)

# Obtendo EQM - lts

EQMLTSb0 = mean(varLTSb0)+ ((mean(viesLTSb0))^2)

EQMLTSb1 = mean(varLTSb1)+ ((mean(viesLTSb1))^2)

EQMLTSb2 = mean(varLTSb2)+ ((mean(viesLTSb2))^2)

#TABELAS COM OS VALORES DOS VIES E DO EQM PARA

#criando vetor para armazenar os valores do vies e EQM por método

arg1=c(mean(viesLMb0),mean(viesLMb1),mean(viesLMb2),

EQMLMb0,EQMLMb1,EQMLMb2) #LM

arg2=c(mean(viesLMSb0),mean(viesLMSb1),mean(viesLMSb2),

EQMLMSb0,EQMLMSb1,EQMLMSb2) #LMS

arg3=c(mean(viesLTSb0),mean(viesLTSb1),mean(viesLTSb2),

EQMLTSb0,EQMLTSb1,EQMLTSb2) #LTS

#criando uma matrix linha com o vies e EQM de cada vetor

uu=rbind(arg1,arg2,arg3)

#organizando a saida da tabela

cenario1=matrix(uu,nrow=9,ncol=2)

colnames(cenario1)=c("Vies","EQM")

rownames(cenario1)=c("LMb0","LMSb0",

"LTSb0","LMb1","LMSb1","LTSb1","LMb2","LMSb2","LTSb2")

###########################################################

#############cenário 2 homoscedástico n~ao-balanceado

rm(list=ls()) #remover os valores antigos, para comerçar novo cenário

###################### CENÁRIO 2 - EXPERIMENTO N~AO-BALANCEADO

#é necessário reproduzir esse cenário três vezes para cada

#distribuiç~ao. Fazendo os valores das replicas de x1 e x2 variar de 1 até 3.

# Número de Replicas

R=10000

# Gerando as covariaveis
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set.seed(4) #semente

x10 = runif(50, min = 0, max = 1) #variável x1

x20 = runif(50, min = 0, max = 1) #variável x2

#replicar a variável x1 e x2: 1, 2, e 3 vezes, para gerar os tamanhos

#amostrais diferentes n=50,100,150.

x1=rep(x10,1)

x2=rep(x20,1)

#pontos de alavanca nas duas últimas observaç~oes

n=50

x2[n-1]=4

x2[n]=6

#tamanho da variável x1

len =length(x1)

# funcao cedastica - heteroscedasticidade

#como o cenário é homoscedástico basta igualar alpha_1=alpha_2=0, torna o sigma=1

alpha_1=0

alpha_2=0

sigma=sqrt(exp(alpha_1+alpha_2*x1))

razao = (max(sigma)/min(sigma))

# Valores para beta (verdadeiro valor do parâmetro)

b0 = 1

b1 = 1

b2 = 0

# Inicializando os vetores

coeflm= matrix(0,R,3)

coeflms= matrix(0,R,3)

coeflts= matrix(0,R,3)

for (i in 1:R){

# Obtendo y

y = b0+b1*x1+b2*x2+sigma*rnorm(len)#mudar o tipo de erro

# ajustando o modelo - lm

ajustelm=lm(y~x1+x2)

# ajustando o modelo - lms

ajustelms=lqs(y~x1+x2, method = "lms")
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# ajustando o modelo - lts

ajustelts=lqs(y~x1+x2, method = "lts")

# armazenando os coef

coeflm[i,]=ajustelm$coef

coeflms[i,]=ajustelms$coef

coeflts[i,]=ajustelts$coef

}

############ Vieses

# Obtendo os vieses - lm

viesLMb0 = coeflm[,1]-b0

viesLMb1 = coeflm[,2]-b1

viesLMb2 = coeflm[,3]-b2

#viés médio

mean(viesLMb0)

mean(viesLMb1)

mean(viesLMb2)

# Obtendo os vieses - lms

viesLMSb0 = coeflms[,1]-b0

viesLMSb1 = coeflms[,2]-b1

viesLMSb2 = coeflms[,3]-b2

#viés médio

mean(viesLMSb0)

mean(viesLMSb1)

mean(viesLMSb2)

# Obtendo os vieses - lts

viesLTSb0 = coeflts[,1]-b0

viesLTSb1 = coeflts[,2]-b1

viesLTSb2 = coeflts[,3]-b2

#viés médio

mean(viesLTSb0)

mean(viesLTSb1)

mean(viesLTSb2)

############ Variancia

# Obtendo variancias - lm
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varLMb0 = var(coeflm[,1])

varLMb1 = var(coeflm[,2])

varLMb2 = var(coeflm[,3])

varLMSb0 = var(coeflms[,1])

varLMSb1 = var(coeflms[,2])

varLMSb2 = var(coeflms[,3])

varLTSb0 = var(coeflts[,1])

varLTSb1 = var(coeflts[,2])

varLTSb2 = var(coeflts[,3])

####### EQM

# Obtendo EQM - lm

EQMLMb0 = mean(varLMb0)+ ((mean(viesLMb0))^2)

EQMLMb1 = mean(varLMb1)+ ((mean(viesLMb1))^2)

EQMLMb2 = mean(varLMb2)+ ((mean(viesLMb2))^2)

# Obtendo EQM - lms

EQMLMSb0 = mean(varLMSb0)+ ((mean(viesLMSb0))^2)

EQMLMSb1 = mean(varLMSb1)+ ((mean(viesLMSb1))^2)

EQMLMSb2 = mean(varLMSb2)+ ((mean(viesLMSb2))^2)

# Obtendo EQM - lts

EQMLTSb0 = mean(varLTSb0)+ ((mean(viesLTSb0))^2)

EQMLTSb1 = mean(varLTSb1)+ ((mean(viesLTSb1))^2)

EQMLTSb2 = mean(varLTSb2)+ ((mean(viesLTSb2))^2)

#TABELAS COM OS VALORES DOS VIES E DO EQM PARA

#criando vetor para armazenar os valores do vies e EQM por método

arg1=c(mean(viesLMb0),mean(viesLMb1),mean(viesLMb2),

EQMLMb0,EQMLMb1,EQMLMb2) #LM

arg2=c(mean(viesLMSb0),mean(viesLMSb1),mean(viesLMSb2),

EQMLMSb0,EQMLMSb1,EQMLMSb2) #LMS

arg3=c(mean(viesLTSb0),mean(viesLTSb1),mean(viesLTSb2),

EQMLTSb0,EQMLTSb1,EQMLTSb2) #LTS

#criando uma matrix linha com o vies e EQM de cada vetor

uu=rbind(arg1,arg2,arg3)

#organizando a saida da tabela

cenario2=matrix(uu,nrow=9,ncol=2)
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colnames(cenario2)=c("Vies","EQM")

rownames(cenario2)=c("LMb0","LMSb0",

"LTSb0","LMb1","LMSb1","LTSb1","LMb2","LMSb2","LTSb2")

###########################################################

#############cenário 3 heteroscedástico balanceado

rm(list=ls()) #remover os valores antigos, para comerçar novo cenário

###################### CENÁRIO 3 - EXPERIMENTO BALANCEADO

#é necessário reproduzir esse cenário três vezes para cada

#distribuiç~ao e grau de heteroscedasticidade.

#Fazendo os valores das replicas de x1 e x2 variar de 1 até 3.

# Número de Replicas

R=10000

# Gerando as covariaveis

set.seed(4) #semente

x10 = runif(50, min = 0, max = 1) #variável x1

x20 = runif(50, min = 0, max = 1) #variável x2

#replicar a variável x1 e x2: 1, 2, e 3 vezes, para gerar os tamanhos

#amostrais diferentes n=50,100,150.

x1=rep(x10,1)

x2=rep(x20,1)

#tamanho da variável x1

len =length(x1)

# funcao cedastica - heteroscedasticidade

# Será considerando 2 graus de heteroscedasticidade - 50 e 100

# Realizar as três simulaç~oes para cada grau de heteroscedasticidade

# Razao proxima de 50

alpha_1=7.900

alpha_2=7.900

# Razao proxima 100

#alpha_1=9.309

#alpha_2=9.309

sigma=sqrt(exp(alpha_1+alpha_2*x1))
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razao = (max(sigma)/min(sigma))

# Valores para beta (verdadeiro valor do parâmetro)

b0 = 1

b1 = 1

b2 = 0

# Inicializando os vetores

coeflm= matrix(0,R,3)

coeflms= matrix(0,R,3)

coeflts= matrix(0,R,3)

for (i in 1:R){

# Obtendo y

y = b0+b1*x1+b2*x2+sigma*rnorm(len)#mudar o tipo de erro

# ajustando o modelo - lm

ajustelm=lm(y~x1+x2)

# ajustando o modelo - lms

ajustelms=lqs(y~x1+x2, method = "lms")

# ajustando o modelo - lts

ajustelts=lqs(y~x1+x2, method = "lts")

# armazenando os coef

coeflm[i,]=ajustelm$coef

coeflms[i,]=ajustelms$coef

coeflts[i,]=ajustelts$coef

}

############ Vieses

# Obtendo os vieses - lm

viesLMb0 = coeflm[,1]-b0

viesLMb1 = coeflm[,2]-b1

viesLMb2 = coeflm[,3]-b2

#viés médio

mean(viesLMb0)

mean(viesLMb1)

mean(viesLMb2)

# Obtendo os vieses - lms

viesLMSb0 = coeflms[,1]-b0
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viesLMSb1 = coeflms[,2]-b1

viesLMSb2 = coeflms[,3]-b2

#viés médio

mean(viesLMSb0)

mean(viesLMSb1)

mean(viesLMSb2)

# Obtendo os vieses - lts

viesLTSb0 = coeflts[,1]-b0

viesLTSb1 = coeflts[,2]-b1

viesLTSb2 = coeflts[,3]-b2

#viés médio

mean(viesLTSb0)

mean(viesLTSb1)

mean(viesLTSb2)

############ Variancia

# Obtendo variancias - lm

varLMb0 = var(coeflm[,1])

varLMb1 = var(coeflm[,2])

varLMb2 = var(coeflm[,3])

varLMSb0 = var(coeflms[,1])

varLMSb1 = var(coeflms[,2])

varLMSb2 = var(coeflms[,3])

varLTSb0 = var(coeflts[,1])

varLTSb1 = var(coeflts[,2])

varLTSb2 = var(coeflts[,3])

####### EQM

# Obtendo EQM - lm

EQMLMb0 = mean(varLMb0)+ ((mean(viesLMb0))^2)

EQMLMb1 = mean(varLMb1)+ ((mean(viesLMb1))^2)

EQMLMb2 = mean(varLMb2)+ ((mean(viesLMb2))^2)

# Obtendo EQM - lms

EQMLMSb0 = mean(varLMSb0)+ ((mean(viesLMSb0))^2)

EQMLMSb1 = mean(varLMSb1)+ ((mean(viesLMSb1))^2)

EQMLMSb2 = mean(varLMSb2)+ ((mean(viesLMSb2))^2)
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# Obtendo EQM - lts

EQMLTSb0 = mean(varLTSb0)+ ((mean(viesLTSb0))^2)

EQMLTSb1 = mean(varLTSb1)+ ((mean(viesLTSb1))^2)

EQMLTSb2 = mean(varLTSb2)+ ((mean(viesLTSb2))^2)

#TABELAS COM OS VALORES DOS VIES E DO EQM PARA

#criando vetor para armazenar os valores do vies e EQM por método

arg1=c(mean(viesLMb0),mean(viesLMb1),mean(viesLMb2),

EQMLMb0,EQMLMb1,EQMLMb2) #LM

arg2=c(mean(viesLMSb0),mean(viesLMSb1),mean(viesLMSb2),

EQMLMSb0,EQMLMSb1,EQMLMSb2) #LMS

arg3=c(mean(viesLTSb0),mean(viesLTSb1),mean(viesLTSb2),

EQMLTSb0,EQMLTSb1,EQMLTSb2) #LTS

#criando uma matrix linha com o vies e EQM de cada vetor

uu=rbind(arg1,arg2,arg3)

#organizando a saida da tabela

cenario3=matrix(uu,nrow=9,ncol=2)

colnames(cenario3)=c("Vies","EQM")

rownames(cenario3)=c("LMb0","LMSb0",

"LTSb0","LMb1","LMSb1","LTSb1","LMb2","LMSb2","LTSb2")

###########################################################

#############cenário 4 heteroscedástico n~ao-balanceado

rm(list=ls()) #remover os valores antigos, para comerçar novo cenário

###################### CENÁRIO 4 - EXPERIMENTO N~AO-BALANCEADO

#é necessário reproduzir esse cenário três vezes para cada

#distribuiç~ao e grau de heteroscedasticidade.

#Fazendo os valores das replicas de x1 e x2 variar de 1 até 3.

# Número de Replicas

R=10000

# Gerando as covariaveis

set.seed(4) #semente

x10 = runif(50, min = 0, max = 1) #variável x1

x20 = runif(50, min = 0, max = 1) #variável x2
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#replicar a variável x1 e x2: 1, 2, e 3 vezes, para gerar os tamanhos

#amostrais diferentes n=50,100,150.

x1=rep(x10,1)

x2=rep(x20,1)

#pontos de alavanca nas duas últimas observaç~oes

n=50

x2[n-1]=4

x2[n]=6

#tamanho da variável x1

len =length(x1)

# funcao cedastica - heteroscedasticidade

# Será considerando 2 graus de heteroscedasticidade - 50 e 100

# Realizar as três simulaç~oes para cada grau de heteroscedasticidade

# Razao proxima de 50

alpha_1=7.900

alpha_2=7.900

# Razao proxima 100

#alpha_1=9.309

#alpha_2=9.309

sigma=sqrt(exp(alpha_1+alpha_2*x1))

razao = (max(sigma)/min(sigma))

# Valores para beta (verdadeiro valor do parâmetro)

b0 = 1

b1 = 1

b2 = 0

# Inicializando os vetores

coeflm= matrix(0,R,3)

coeflms= matrix(0,R,3)

coeflts= matrix(0,R,3)

for (i in 1:R){

# Obtendo y

y = b0+b1*x1+b2*x2+sigma*rnorm(len)#mudar o tipo de erro

# ajustando o modelo - lm

ajustelm=lm(y~x1+x2)
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# ajustando o modelo - lms

ajustelms=lqs(y~x1+x2, method = "lms")

# ajustando o modelo - lts

ajustelts=lqs(y~x1+x2, method = "lts")

# armazenando os coef

coeflm[i,]=ajustelm$coef

coeflms[i,]=ajustelms$coef

coeflts[i,]=ajustelts$coef

}

############ Vieses

# Obtendo os vieses - lm

viesLMb0 = coeflm[,1]-b0

viesLMb1 = coeflm[,2]-b1

viesLMb2 = coeflm[,3]-b2

#viés médio

mean(viesLMb0)

mean(viesLMb1)

mean(viesLMb2)

# Obtendo os vieses - lms

viesLMSb0 = coeflms[,1]-b0

viesLMSb1 = coeflms[,2]-b1

viesLMSb2 = coeflms[,3]-b2

#viés médio

mean(viesLMSb0)

mean(viesLMSb1)

mean(viesLMSb2)

# Obtendo os vieses - lts

viesLTSb0 = coeflts[,1]-b0

viesLTSb1 = coeflts[,2]-b1

viesLTSb2 = coeflts[,3]-b2

#viés médio

mean(viesLTSb0)

mean(viesLTSb1)

mean(viesLTSb2)
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############ Variancia

# Obtendo variancias - lm

varLMb0 = var(coeflm[,1])

varLMb1 = var(coeflm[,2])

varLMb2 = var(coeflm[,3])

varLMSb0 = var(coeflms[,1])

varLMSb1 = var(coeflms[,2])

varLMSb2 = var(coeflms[,3])

varLTSb0 = var(coeflts[,1])

varLTSb1 = var(coeflts[,2])

varLTSb2 = var(coeflts[,3])

####### EQM

# Obtendo EQM - lm

EQMLMb0 = mean(varLMb0)+ ((mean(viesLMb0))^2)

EQMLMb1 = mean(varLMb1)+ ((mean(viesLMb1))^2)

EQMLMb2 = mean(varLMb2)+ ((mean(viesLMb2))^2)

# Obtendo EQM - lms

EQMLMSb0 = mean(varLMSb0)+ ((mean(viesLMSb0))^2)

EQMLMSb1 = mean(varLMSb1)+ ((mean(viesLMSb1))^2)

EQMLMSb2 = mean(varLMSb2)+ ((mean(viesLMSb2))^2)

# Obtendo EQM - lts

EQMLTSb0 = mean(varLTSb0)+ ((mean(viesLTSb0))^2)

EQMLTSb1 = mean(varLTSb1)+ ((mean(viesLTSb1))^2)

EQMLTSb2 = mean(varLTSb2)+ ((mean(viesLTSb2))^2)

#TABELAS COM OS VALORES DOS VIES E DO EQM PARA

#criando vetor para armazenar os valores do vies e EQM por método

arg1=c(mean(viesLMb0),mean(viesLMb1),mean(viesLMb2),

EQMLMb0,EQMLMb1,EQMLMb2) #LM

arg2=c(mean(viesLMSb0),mean(viesLMSb1),mean(viesLMSb2),

EQMLMSb0,EQMLMSb1,EQMLMSb2) #LMS

arg3=c(mean(viesLTSb0),mean(viesLTSb1),mean(viesLTSb2),

EQMLTSb0,EQMLTSb1,EQMLTSb2) #LTS

#criando uma matrix linha com o vies e EQM de cada vetor

uu=rbind(arg1,arg2,arg3)



61

#organizando a saida da tabela

cenario4=matrix(uu,nrow=9,ncol=2)

colnames(cenario4)=c("Vies","EQM")

rownames(cenario4)=c("LMb0","LMSb0",

"LTSb0","LMb1","LMSb1","LTSb1","LMb2","LMSb2","LTSb2")

#############################################################

###### Aplicaç~ao ######

#Pacote necessário

library(sandwich)

library(MASS)

library(car)

library(lmtest)

library(psych)

#Banco de Dados

data("PublicSchools")

ps=na.omit(PublicSchools)

#Variáveis

#Expenditure - Gasto

#Income - Renda

#variável Income Reescalonada

ps$Income=ps$Income/10000

#Matriz de alavancagem

ps_hat=hatvalues(ps_lm)

ps_hat

#Identificando possı́veis pontos de alavanca

quoc = 2*2/50 #(2*p/n)

ifelse(ps_hat>quoc,1,0)

sum(ifelse(ps_hat>quoc,1,0)) # três possı́veis pontos de alavanca
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#Gráfico para identificar os pontos de alavanca

plot(ps_hat, ylab="Matriz de alavancagem", xlab="Observaç~oes ordenadas")

abline(h=quoc,col="black") # cota 3p/n

id=which(ps_hat>quoc) #valores que ultrapassam a cota

text(id,ps_hat[id], rownames(ps)[id], pos=c(1,3),xpd=TRUE)

#medidas de influência

influence.measures(ps_lm)

#Distância de Cook

dc=influence.measures(ps_lm)$infmat[,5]#distância de cook

#reta com os ajustes dos estimadores MQO, LMS e LTS

plot(ps$Expenditure~ps$Income, data=ps,ylim=c(230,830), xlab=

"Renda per capita", ylab=" gasto per capita em escolas públicas")

abline(ps_lm)

ps_lm=lm(ps$Expenditure~ps$Income, data=ps)

id=which(apply(influence.measures(ps_lm)$is.inf,1,any))

text(ps[id,2:1],rownames(ps)[id],pos=1,xpd=TRUE)

#ps_noinf=lm(Expenditure~Income, data=ps[-id,])

#abline(ps_noinf,lty=2)

ajusteLMS = lqs(ps$Expenditure~ps$Income, data=ps, method = "lms")

abline(ajusteLMS,lty=4)

ajusteLTS = lqs(ps$Expenditure~ps$Income, data=ps, method = "lts")

abline(ajusteLTS,lty=3)

legend("topleft", legend=c("MQO","LMS","LTS"),lty = 1:4,bty="n")

#VERIFICANDO SUPOSIÇ~AO DE HOMOSCEDASTICIDADE

#Teste Homoscedasticidade , H0:Homoscedástico x H1:Heteroscedástico

bptest(ps_lm)# Heteroscedástico , rejeita a hipótese nula

#Inclus~ao da variável renda ao quadrado

Income2 = ps$Income*ps$Income
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X = cbind(ps$Income, Income2)

#Modelo 2

ps_lm2=lm(Expenditure~Income+I(Income^2), data=ps)

summary(ps_lm2)

#AJUSTANDO NOVO MODELO - LMS e LTS

ajusteLTS = lqs(Expenditure~X, data=ps, method = "lts")

summary(ajusteLTS)

ajusteLMS = lqs(Expenditure~X, data=ps, method = "lms")

summary(ajusteLMS)

#ANÁLISE DESCRITIVA DAS VARIÁVEIS

summary(ps$Income)

summary(ps$Expenditure)

#Medida descritiva

describe(ps) # descreve as variáveis do banco de dados

#BOXPLOT DAS VARIÁVEIS

boxplot(ps$Expenditure)

boxplot(ps$Income)

#MEDIDAS DE DIAGNÓSTICO

#gráfico para identificar pontos de influência

summary(influence.measures(ps_lm)) # resumo das medidas de influência

influencePlot(lm(Expenditure ~ Income, data=ps), xlab="Matriz de Alavancagem",

ylab="Resı́duos Estudentizados")

#homocedasticidade tecnica gráfica - modelo1

plot(rstandard(ps_lm)~ps_lm$fitted.values,ylim=c(-5,5), ylab=

"Resı́duos Padronizados", xlab="Valores ajustados")
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#######################Ponto de influência

#Ponto Influente dc>F(p,n-p,(0.5)) será influente

plot(dc, xlab="Valores Observados",ylab="Distância de Cook")

abline(h=qf(0.5,2,48))

id=which(dc>qf(0.5,2,48)) #valores que ultrapassam a cota

text(id,dc[id], rownames(ps)[id], pos=c(1,3),xpd=TRUE)

#teste de linearidade; H0: linearidade x H1: n~ao linearidade

## Tecnica Grafica

plot(ps$Expenditure~ps_lm$fitted.values, ylab="Valores observados",xlab=

"Valores Ajustados")

abline(a=0,b=1,col="black")

resettest(ps$Expenditure~ps$Income , power=c(2), type="regressor")

######### Normalidade ######### Modelo 1

## Tecnica Grafica

#Histograma

hist(rstandard(ps_lm), ylab="Frequencia", xlab="Resı́duos Padronizados", main="")

#QQplot

qqnorm(rstandard(ps_lm), ylim=c(-3,2),xlim=c(-3,2), main=""

, ylab="Quantidades amostrais", xlab=

"Quantidades teóricas")

abline(a=0,b=1,col="black")

shapiro.test(rstandard(ps_lm))

# Teste Koenker

library(lmtest)

bptest(ps$Expenditure~ps$Income, studentize=TRUE)

#Tipos de resı́duo

rstandard(ps_lm) #padronizados

rstudent(ps_lm) #estudentizados
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###################################################################

###################################################################

################# Modelo 2

ps_lm2=lm(Expenditure~Income+I(Income^2), data=ps)

ps_lts2=lqs(Expenditure~Income+I(Income^2), data=ps, method = "lts")

ps_lms2= lqs(Expenditure~Income+I(Income^2), data=ps, method = "lms")

######### Normalidade #########

## Tecnica Grafica

#Histograma

hist(rstandard(ps_lm2), ylab="Frequencia", xlab="Resı́duos Padronizados", main="")

#QQplot

qqnorm(rstandard(ps_lm2), ylim=c(-3,2),xlim=c(-3,2), main="", ylab=

"Quantidades amostrais", xlab="Quantidades teóricas")

abline(a=0,b=1,col="black")

shapiro.test(rstandard(ps_lm2))

# Teste K

library(lmtest)

bptest(ps_lm2, studentize=TRUE)

bptest(ps_lm2)

#resı́duos

rstandard(ps_lm2) #padronizados

rstudent(ps_lm2) #estudentizados

#######################Ponto de influência

#Distância de Cook

dc2=influence.measures(ps_lm2)$infmat[,6]#distância de cook

#Ponto Influente dc2>F(p,n-p,(0.5)) será influente

plot(dc2, xlab="Valores Observados",ylab="Distância de Cook")

abline(h=qf(0.5,3,47))
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id=which(dc2>qf(0.5,3,47)) #valores que ultrapassam a cota

text(id,dc2[id], rownames(ps)[id], pos=c(1,3),xpd=TRUE)

#teste de linearidade; H0: linearidade x H1: n~ao linearidade

#tecnica grafica: valores observados x valors estimados

## Tecnica Grafica

plot(ps$Expenditure~ps_lm2$fitted.values, ylab=

"Valores observados",xlab="Valores Ajustados")

abline(a=0,b=1,col="black")

resettest(ps_lm2 , power=c(2), type="regressor")

#homocedasticidade tecnica gráfica

plot(rstandard(ps_lm2)~ps_lm2$fitted.values,ylim=c(-5,5), ylab="Resı́duos Padronizados",

xlab="Valores ajustados")

#abline(h=0,col="black")

#abline(h=2,col="black")

#abline(h=-2,col="black")

#Matriz de alavancagem

ps_hat2=hatvalues(ps_lm2)

ps_hat2

quoc2 = 2*3/50 #(2*p/n)

####### Pontos de alavanca

plot(ps_hat2, ylab="Matriz de alavancagem", xlab="Observaç~oes ordenadas")

abline(h=quoc2,col="black") # cota 2p/n

id=which(ps_hat2>quoc2) #valores que ultrapassam a cota

text(id,ps_hat2[id], rownames(ps)[id], pos=c(1,3),xpd=TRUE)
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