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Resumo

A simetria dos dados sempre foi premissa fundamental da Distribuicdo Normal.
Mas, quando essa suposicdo ndo é verificada, as estimativas obtidas utilizando essa

metodologia pode ndo ser a mais adequada.

A necessidade por um modelo que agregasse a assimetria dos dados tornou-se
cada vez mais desejada e, desde a formalizacdo da Distribuicdo Normal Assimétrica em
1985 por Azzalini, essa metodologia vem sendo utilizada onde o conjunto de dados
possui assimetria. As defini¢bes, propriedades, métodos inferenciais, além de algumas

aplicacdes praticas, serdo apresentadas e discutidas neste trabalho.

Esse trabalho, do ponto de vista didatico e académico, servird, sobretudo, para

ajudar a disseminar e popularizar essa ferramenta estatistica.

Palavras-chave: Distribuicdo Normal Assimétrica, Método dos Momentos e da

Maxima Verossimilhanca.



Abstract

The symmetry of the data has always been fundamental premise of the Normal
Distribution. But when this assumption is not verified, the estimates obtained using this

method depending on the degree of asymmetry of the data may be inconclusive.

The need for a model that would comprise the asymmetry of the data has
become increasingly desired and finally in 1985 Azzalini introduced the Skew Normal
Distribution. The definitions, properties, methods, inferential, and some practical

applications will be presented and discussed in this work.

This document, in terms of teaching and academic, will serve mainly to help

disseminate and popularize this promising statistical tool.

Keywords: Skew Normal Distribution, Method of Moments and Maximum Likelihood.
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1. Introducéo

A Distribuicdo Normal é a Distribuicdo de probabilidade mais utilizada para o
tratamento e estudo de dados continuos. A simetria dos dados amostrais € uma das
suposicdes teodricas importantes para considera-los como normalmente distribuidos.
Porém, em diversas areas do conhecimento, o afastamento da simetria limita bastante a

aplicacdo das principais técnicas estatisticas ou torna os resultados inconclusivos.

Uma solugéo alternativa para resolver os problemas de assimetria dos dados tem
sido o0 uso de transformacdo de varidveis. Uma consequéncia imediata do uso de
variaveis transformadas é que as conclusfes que serdo obtidas se referirdo tdo somente
as observacdes da varidvel modificada quando, na verdade, o que se deseja é uma

conclusdo para a varidvel na sua escala original.

Foram essas limitagcBes e a busca por um modelo mais flexivel aos dados que
motivou Azzalini (1985) a criar a Distribuicdo Normal Assimétrica (Skew-normal). A
Distribuicdo Normal Assimétrica é, na verdade, uma generalizacdo da Distribuicdo
Normal tradicional, em que existe um parametro que controla o grau de assimetria da
Distribuicdo, o pardmetro 4 . Para A=0, a Distribuicdo Normal Assimétrica transforma-

se em uma Distribuicdo Normal tradicional.

Portanto, a proposta dessa monografia € apresentar e demonstrar as principais

propriedades e caracteristicas que envolvem a Distribuicdo Normal Assimétrica.



2. Objetivos

2.1. Objetivo Geral

Este trabalho tem como objetivo geral apresentar e discutir as principais
caracteristicas analiticas e inferenciais, bem como algumas aplicacdes abordando a

Distribuicdo Normal Assimétrica.

2.2. Objetivos Especificos

Além do objetivo geral, pretende-se, ainda, nessa monografia, desenvolver as

seguintes tarefas:

a) Demonstrar as principais propriedades da Distribuicdo Normal Assimétrica;

b) Apresentar as formas analiticas dos pardmetros de locacdo e escala da
Distribuicdo Normal Assimétrica;

c) Apresentar as inferéncias sobre os parametros da Distribuicdo Normal
Assimetrica;

d) Construir um programa para a geracdo de valores da Distribuicdo Normal

Assimeétrica.
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3. Materiais e Métodos

Neste capitulo seré apresentada, discutida e desenvolvida toda a teoria sobre da
Distribuicdo Normal Assimétrica. Apesar de ser ainda pouco conhecida no Brasil, a
Distribuicdo Normal Assimétrica ou Skew Normal tem sido amplamente utilizada nos
mais diversos problemas praticos em que, tradicionalmente, se emprega a Distribuicéo

Normal cléssica.

3.1. Definicdo

Uma varidvel aleatéria Z tem Distribuicio Normal Assimétrica Padrdo
univariada com parametro de assimetria A, denotada por SN (A), se sua densidade for

dada por:

f(z) =2¢(2)®(42), z € R, (1)

em que A é uma constante em %, e ¢(.) e ®(.) denotam, respectivamente, a funcio

densidade de probabilidade (fdp) e a funcdo de Distribuicdo acumulada (fda) da

Distribuicdo Normal padrdo N (0,1). Valores positivos (negativos) de A indicam

assimetria positiva (negativa) na densidade acima.

A figural mostra o comportamento da fungdo f(z) para diferentes valores do

parametro A que define a assimetria da densidade, a esquerda ou a direita bem como a
sua intensidade. Como ja mencionado, nota-se que a Distribuicdo Normal padrédo esta
incluida como caso particular da Distribuigdo Normal Assimétrica Padrdo quando A =
0. Além disso, observa-se também que o grau de assimetria da Distribuigdo se torna
mais acentuada quando 2 - - o0oui — « . De modo geral, o comportamento da
Distribuicdo normal assimétrica € esbocado através de suas propriedades. Para o
desenvolvimento dessas propriedades, é necessario construir a funcdo de Distribuicéo

acumulada da Distribuicdo Normal assimétrica padrao.
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FIGURA 1: Densidade Normal Assimétrica Padrdo para valores diferentes valores de A .

A funcéo de Distribuicdo acumulada (fda) da densidade dada por (1) denotada

por F(z; 1), e dada por:

z At

F(z;4) = 2j J'¢(t)CD(u)dudt. (2)

—00 —0

A regido de integracdo é denotada por A na figura 2 para valores positivos de ;z e

A . Para a construgdo da funcdo de Distribuicdo acumulada da densidade Normal

assimétrica padréo, Azzalini(1985) usou a fungéo T (h,a), estudada por Owen (1956).
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Para h e a positivos, T (h,a)fornece a integral da densidade Normal padréo

bivariada na regido x> h, 0 <y <ax,no plano (x,y), ou seja,

o ax

T (h,a):jj¢(x)®(y)dydx.

h o0

Com o auxilio da FIGURA 2, verifica-se que para valores positivos de ; € 4,

|'Z 0 o At
22“ j¢(t)<1>(u)dudt—”¢(t)q>(u)dudtJ|

o At

= Zj jz¢(t)CD(u)dudt—z_”'gzﬁ(t)d)(u)dudt.

Portanto,

F(z;4)=®(z)-2T(z,4),

emque T (z,4) éaintegral de ¢(t)® (u) sobre aregido B da figura 2.

Se h, >h >0,tem-se

0 ax 0 ax

T(hz,a)zJ'j¢(x)<l>(y)dydx<J‘J'qﬁ(x)tb(y)dydx=T (h,.a)

h, 0 h 0

Portanto T (h,a) € decrescente em h. Tem-se ainda

o ax 0 —ax

—T(h,a):—-Hgb(x)CD(y)dydx:J' J' ¢(x)® (y)dydx =T (h,-a),

h o

13
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—h ax 0 ax

T(-h,a)= J' _[gz)(x)cl)(y)dydx:J'_[gb(x)d)(y)dydx =T (h,a), (8)

—o 0

2T (h,1) = @ (h)® (~h). (9)

Com as propriedades de T (h,a) e observando a figura 2, tem-se que (5) também vale

para valores negativos de z e A4, isto é, (5) é uma expressdo geral da funcdo da
Distribuicdo acumulada da densidade dada por (1).

FIGURA 2: Representacdo da funcéo T(h,a)
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3.2. Propriedades

As propriedades da Distribuicdo Normal Assimétrica Padrdo sdo importantes
para interrelaciona-la com outras distribuicdes de probabilidades utilizadas na
estatistica. A seguir sdo listadas e demonstradas as principais propriedades.

a) A densidade SN (0) éaN(0,1).

Demonstracao

Para 2 =0 tem-se que, f(z)=2¢(z)®(0)=2¢(z)==¢(2)

ou seja, a Distribuicdo Normal Padréo é um caso particular da SN (4) quando 4 =0,

b) Se z ' SN (2), entdo Y = |z|U HN(0,1), em que HN(0,1) representa a Distribuigo

denominada Half-Normal com densidade dada por f (y)=2¢(y)I, , (Y)-

Demonstracao

A variavel aleatéria Y é dada por

Z,seZ>0
Y:
-7, se Z< 0.

Para y <0 tem-se que P(Y <y)=0.Para y >0, por (5) e (8), se tem que

15



P[Y <y]=P[-y<Z<0]+[0<Z <y]
= {F(0.4)-F (-, A)f+{F (y.4)-F (0,2)}
= {[2(0)-21(0.2)]-[@(-y)-2T (-y.2) ]
s{le(y)-2T (v 1)]-[@(0)-2T (0.4) ]}
= ®(0)-2T (0,4)-® (~y)+2T (-y,4)
*O(y)-2T(y,2)-@(0)+2T(0,2)
=@ (y)-P(-y)+2T(y,4)-2T (y,4)

=0 (y)-®(-y).

Derivando P[Y <y] emrelacdo ay (y > 0) tem-se

c)Se z L SN (), entdo quando 2 — « , Z —2— HN (0,1).
Demonstracéo

Se z U SN (A1), entdo sua densidade é dada por:
f(z)=2¢4(z)®(42).

16



Quando Z <0 tem-se que ®(4z)— 0 e, portanto f(z)— 0.

Para Z =0 tem-se que f(0)=¢(0) ¥ 4. Para Z >0 nota-se que ®(41z)— 1, quando

A — o, oqueresultaem f(z)— 2¢(z),quando 4 - .

d)Se z L SN(41),entdo -z L SN(-2).

Demonstracao

f(-2)=2¢(-2)@[2(-2)]=2¢(2)®(-42).

e)Se ZU SN (4) ,entdoafdpde Zéunimodal e log f (z) é uma fungéo concava.

f) 1-F(-z,2)=F (z,-2).
Demonstracéo

Por (5), (8) e (7) mostra-se que

1-F (-2:2) =1-[@(-2)-2T (-2,2)]
=1-[@(-2)-2T (2,2)]
= 1= (-2)+ 27 (2.2)
= 1-®(-2)-2[-T(2.4)]
=0 (2)- 2T (2,-2)

=F(z;-2)

17
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9) F(z1)={e(2)} .
Demonstracao
Por (5) e (9) mostra-se que

F(z:1)= d)(z)—ZT (z,1)

h)Se ZL SN (4) entdo z2~ ;7.

Demonstracéo
. 2 o - A 0z 1 o
Seja Y =Z° e, pela fungdo inversa, tem-se que Z =+Y’? e Py Entdo, pela
Yy 24y
propriedade (d) do item 3.2, obtém-se
f (y)—LZ L e%(b(/iy%\u ! 2 ! e%cb( ly§\|
; 2y e U7 ) 2y er L )

11
—
H
[E=Y
N——
VR
N |-
N—
N
<
~ |
AN
D
N
N
S/
—
NS
<
N |
N—
+
[32Y
I
S/
—
N
<
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3.3. Parametros de Locacao e Escala

Uma variavel aleatéria Y tem Distribuicdo Normal Assimétrica, denotada aqui

porY O SN (u,o%,4), com parametro de assimetria A, parametro de locacdo . e

parametro de escala o (o > 0) se sua densidade €é dada por:

(2] o

o

em que ¢(.)e @ (.) denotam respectivamente, a fungdo de probabilidade e a funcéo de

Distribuigdo acumulada da Distribuicdo Normal Padréo.

Qualquer combinacdo linear, como por exemplo, Y = 4+ o2z , de uma variavel
aleatoria Normal Assimétrica Padrdo Z U SN (1) , também terd Distribuicdo Normal

Assimétricay 0 SN (u,c?,2).

Demonstracéo

A densidade de Z € dada por:

f(z)=2¢(z)®(22).

Escrevendo Z em funcgéo de Y temos que

1

o

oz
oY

Portanto, a densidade de vy ¢é dada por:

19



Nas propriedades a seguir, sera considerado Y U SN (u,0%,1) .

3.3.1. Propriedades

a) Y,=a+bYUSN(a+bu,b’c* 2)paraace b reais.

Demonstracao

A densidade de Y é dada por:

Escrevendo v em funcdo de Y, obtém-se:

1

oY
= |—| =
b

oY

1

Logo, a densidade de Y, pode ser escrita como:

(y,—(a+bu))
f(yl): 2 ¢|w}|@

4 ( yl—(a+by)\
bo L bo |

| 2 .
\ be )

b) A fungéo geradora de momentos de Y, é dada por:

20



c) A médiade v e dada por: E(Y):y+05\/Z
T

d) Avarianciadey édadapor: Vvar(Y)= 02{1—352}

T

e) O terceiro momento e o coeficiente de assimetria de vy sdo dados
respectivamente por:

,2 ’2 ’2
E(Yg): ,us+3,u30'é' —+3,uO'2 +30°%5,|— -0 |=,
T T T

v1 € 0 coeficiente de assimetria que caracteriza como e quanto a Distribuicdo se
afasta da suposicéo de simetria da Normal e assume valores no intervalo (—0,99527 ;

0,99527). Para mais detalhes consultar Pewsey (2000) e Branco e Arellano-Valle
(2004).

f) O coeficiente de excesso de curtose y,, que representa o formato da Distribuicéo

quanto ao seu achatamento, é expresso por:

2 N 2 ar Y’

\/1+7)| Ll_;lsz

8 (
72=_2(ﬂ_3)|
4 \

e assume valores no intervalo (0 ; 0,86869),(Azzalini ,1985).

21



3.4. Geracado de uma Distribuicdo Normal Assimétrica

Para se obter a classe de distribuigdes normais assimétricas faz-se uso de uma
Distribuicdo Normal bivariada ou de uma Normal multivariada. As formas de geracao
utilizando o caso bivariado sdo a representacGes de Henze (1986), construidas por
condicionamento e estatisticas de ordem. A versdo de Cartinhour (1990) e Arellano-
Valle e Azzalini (2006) utilizam o caso multivariado, que ndo é o foco do nosso
trabalho.

A representacdo de Henze consiste em construir a Distribuicdo Normal
Assimétrica como uma combinacdo linear de varidveis aleatdrias independentes e este
método é muito eficiente, pois facilita muito a parte de simulacdo, uma vez que, a partir
dessa representacdo, pode-se implementar facilmente algoritmos computacionais para a

geracdo de amostras.

Para a implementagdo desse algoritmo, considere X, U N(0,1) e X, U N(0,1)

independentes e & e (-1,1) e Z =8|X,[+v1-6°X,. Entdo z L SN(2), em que

Demonstracéo da Representacéo de Henze

Sejaw = |x0|. Entdo w U HN (0,1), pela propriedade (b) do item 3.2.. Assim, tem-se:

IX,[=w e X, =

O jacobiano da transformac&o é dado por:

1 0
-| _s 1 —.
G-t st VO

J

22



Deste modo,

” ((z-6w )
f (z)= f‘xo‘(w) fxl | | dw
o V1 \V1-6%)
T2 (z-6w
= | p(w)g | | dw
s V1-62 \V1-67%)
C(wesz)? (P07
41752)9 2“,5?) dw
Vor 5«/1 5 J_
(w—()‘z)2
2(3_Z /2 } 72(17§Z)dw
- Ner (- J_
” ( sz )
=2¢(z p(w)dw =2¢(2)D| |
() [ o) (0| 7=

1-5°

O software R j& possui um pacote implementado para a Distribuicdo Normal
Assimétrica chamado “sn” contendo fungdes para a manipulacdo de distribuicdes de
probabilidade Normal Assimétrica e t Assimétrica, incluindo os seus ajustes aos dados
para 0s casos univariados e multivariados. O pacote pode ser obtido pelo endereco

http://cran.rproject.org/web/packages/sn/index.html para ambas as plataformas Linux e

Windows.Para efeito de ilustracdo, foi escrito um algoritmo personalizado com a

representacdo de Henze em linguagem R para a geragdo desses valores para 0 caso
univariado. Mais detalhes podem ser encontrados no Anexo |.
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3.5. Inferéncia sobre os Parametros da Distribuicdo Normal

Assimétrica

Os métodos da maxima verossimilhanca e dos momentos sdo duas ferramentas
classicas para a inferéncia dos parametros do modelo Normal assimétrico. E séo

justamente essas duas técnicas que serdo abordadas a seguir.

3.5.1. Meétodo da Maxima Verossimilhanca

Considere z =(z,,z,,...z,) uma amostra aleatéria de tamanho n de uma

1 =20

variavel aleatéria Z I SN (1) . A fungéo de verossimilhanga é dada por

L(/I;;):H2¢(zi)<1)(/12i). (11)

Se 1 € positivo e suficientemente grande, a probabilidade de z, >0 £
razoavelmente grande, para todo i =1,2,...,n. Entéo, neste caso, L (4,z)é uma funcdo
mondtona crescente em A e, portanto, o estimador que maximiza a funcdo de
verossimilhanga sera infinito, o que levaria a inferir que Z U HN(0,1). O mesmo

raciocinio pode-se ter no caso em que A € suficientemente distante a esquerda de zero.
Liseo (1990) apresenta mais detalhes para outras amostras que levam ao mesmo

problema.

Considere agora somente amostras em que o E.M.V. de A é finito. Para obter o
E.M.V. para A, é preciso maximizar o logaritmo da funcdo de verossimilhanca, que é

dado por:

n

1(4)= _ [Iog[2¢(zi)]+logdb(iziﬂ (12)

i=1

24



A primeira derivada é dada por:

(13)

em que as raizes dessa derivada podem ser obtidas numericamente.

Com a matriz de Informagdao de Fisher, que é dada por:

I, (2)=ng| 22 12) (14)

Obtém-se

IF(A):nf222¢(z) dz. (15)

Seja x = 4+ oz ,0onde z U SN (2). Temos entdo que X U SN (,0°,2) e amatriz de

informacao de Fisher é dada por:
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[z z) 1
emque a, = E, | ¢( )| k=0,12.

Um dos problemas encontrados nessa matriz € o fato dela ser singular quando 2
= 0 e isso pode impedir que se avalie a existéncia da assimetria ao utilizar testes
baseados na informacéo de Fisher, tais como o teste Wald. A maior dificuldade desse
método € que estudos de simula¢do tém mostrado que o E.M.V. de 2 pode ser infinito,
ainda que seu verdadeiro valor seja finito. Uma solucdo para esta problema é a
utilizacdo do algoritmo EM que requer a obtencdo de uma variavel latente ou utilizar a
parametrizacdo centrada Azzalini (1985), da forma como foi proposto por Pewsey
(2000).

3.5.2. Método dos Momentos

Os momentos de ordem par centrados na origem de uma variavel aleatoria

Z L' SN (2)devido a propriedade (h) do item 3.2, sdo 0s mesmos da N (0,1), enquanto

que os de ordem impar sdo obtidos com o uso do resultado devido a Zacks (1981) que é

enunciado no Lema 1.

Lemal: Seja U L' N (0,1). Entdo

b

E{®(au +b)}:®(

N——

1+a’
em que a e b sdo reais.

A funcéo geradora de momentos (fgm) de z L' SN (1) é calculada por este lema, sendo

dada por:

26



15

e 2 ®(12) dz

M, (t)=E(e") = jeuz

1
o N

1 (1 , t9)
expk—z(z—t) +;Jd>(/12) dz

=2 ex (_\w ex —l(z—t)2 ®(Az2) dz
g PR CT

o ou
Fazendo agoraa transformagao u=z-t,tem-seque u+t=z € —=1-> 0ou = ox.
OX

Segue, entéo, que

M, (t)=2 exp{;j } @ (A[u +t])\/i_ exp(_%uzJ du

—

e devido ao Lema 1, mostra-se que:

M, (t)=2e?E[® (AU +at)]

. oM, (1) ¢ 2 & &
Derivando em relagdo a t, obtém-se ———=2te2® (5t)+5,[—e2 e 2 .
ot b4

Assim, tem-se que E(Z)=

Obtendo, dessa forma, o segundo momento para calcular a variancia,
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M, (1) j [ e o mﬂl
—~=20e’® (5t)+tlte?d (At)+ 5%t e 7 |
ot t L \N27m JJ
SN
+5\/zjte2 e ? l
™ J
°M, (t
. ),
ot |
Portanto,

2

Var(z)=E(z*)-[E(Z)]

_1-s72
T

Ja para calcular o terceiro momento de z centrado na origem, parte-se do fato de que

M _ (t e (S PRGOS
¢=2t62®(5t)+2e25\/:e 2
T

ot®

t? t’ t? (s1)
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ot®

Z

Logo

2 s |2
=30,]— + 07—
/a Va

t=0

Seja, entdo, X = u+oZz,em que z U SN (2). Diante disto, tem-se X U SN (u,0", 1),

de modo que

E(X):,u+0'é'\/§ e Var(x):az[l—#%)

e quando A=0 tem-se que

E(X)=u e Var (X )=o".

Neste modelo de densidade, portanto, u é um parametro de locacio e o® é o
parametro de escala e somente quando A=0 é que a densidade é centrada em p. Vale

ressaltar que a variancia € sempre menor que a variancia do respectivo modelo de

densidade Normal. E o terceiro momento de x centrado na origem é:

’2 ,2 }2
E(X3)=u3+3,u30'5 —+3uc’+3c6°6,|—-0°5°,|—.
T T T

O método dos momentos consiste em estimar 0s parametros populacionais

através de sistemas de equacGes que envolvam os momentos centrais. Considere

z2=(z,2,,...z,)Uma amostra aleatoria de tamanho n de uma variavel aleatoria

Z U SN (4).

E 0s momentos amostrais centrados na origem séo dados por:

2, k=12.3,..,
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Da mesma forma, 0s momentos amostrais centrados na média séo dados por:

m, =0,
10 k
me==>(z-2), k=2,3,..,
ni:l

- 1
emque z==> 7z =M,
N iz

que € o momento amostral de ordem 1 centrado na origem, mais conhecido como média

amostral. Para m,, usaremos a notagdo s’, estimador de maxima verossimilhanca para a

variancia populacional. Branco e Arellano-Valle (2004) apresentam os resultados a

sequir.
Sejam X USN (u,0°,4)e Y, Y,,...Y, umaamostra da varidvel padronizada

X =X
.

Y =

Entdo, Y U SN (u,.0y,4), em que

u—X
Hy =
S
2
, O
o, =—.
S
_ 120 . .
Tem-se que y=0,s, =1 e m ==Yy’ Igualando 0s momentos amostrais aos

>

i=1

momentos populacionais é obtido o seguinte sistema de equacdes:
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e deste sistema, obtém-se

Portanto, os estimadores dos momentos de p, o° e A sdo dados por:
[A=X+sa,,

A

6 =5 (1+ i)

sendo este Gltimo ‘5‘ <1,s0b penade 1 néo esta definido.

Para ¢ =0, verifica-se que os estimadores encontrados ndo se comportam bem
A2

com o caso particular (Distribuicdo Normal), pois o estimador dos momentos &

superestima o parametro o °e ; sub ou superestima , dependendo do sinal de 4, .
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4. Aplicacdes Praticas

Serdo apresentadas algumas aplicacBes praticas da Distribuicio Normal
Assimétrica em diferentes areas de conhecimento, mas sem qualquer aprofundamento
tedrico e/ou metodoldgico. Tais aplicacbes mostram tdo somente como a Distribuicao

Normal Assimétrica esta sendo utilizada para resolver inimeros problemas reais.

4.1. Aplicagéo 1

e Titulo da Obra: Inferéncia Bayesiana para um modelo de resposta ao item
Normal assimétrico sob a parametrizacdo centrada.

e Area: Educacio

e Objetivo: Modelar os tracos latentes utilizando a Distribuicdo Normal
Assimetrica.

e Metodologia Utilizada: Monte Carlo Markov Chain (MCMC) e algoritmo
Mhwgs.

e Resultados/Conclusdes: A Distribuicdo dos tracos latentes apresentou uma
forte assimetria negativa e a concluséo foi que o0 modelo Normal assimétrico ndo
apenas se encaixava bem aos dados como também trouxe estimativas melhores

em comparacdo ao Normal simétrico.

4.2. Aplicacgéo 2

e Titulo da Obra: Medidas de Modelos Psiquiatricos utilizando a Distribuicao
Normal Assimétrica.

e Area: Psicologia

e Objetivo: Investigar a influéncia da paternidade no desenvolvimento da crianca.

e Metodologia Utilizada: Anélise Multivariada

e Resultados/Conclusdes: O ajuste do modelo Normal assimétrico melhorou
substancialmente a bondade do ajuste em comparacdo ao modelo Normal

simétrico.
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4.3. Aplicagédo 3

e Titulo da Obra: Discussdo sobre a aproximacdo da Binomial pela Normal

assimétrica

e Area: Estatistica

e Objetivo: Investigar a aproximagdo da Distribuicdo Binomial pela Normal
assimeétrica.

e Metodologia Utilizada: Simulagéo, Estatistica Computacional.

e Resultados/Conclusdes: As aproximacGes foram muito melhores que a

Distribuicdo Normal simétrica.

4.4. Aplicagéo 4

e Titulo da Obra: Robustez da funcdo discriminante de Fisher utilizando a curva
Normal assimétrica.

e Area: Estatistica

e Objetivo: Mostrar resultados melhores da funcéo discriminante de Fisher com a
metodologia assimétrica.

e Metodologia Utilizada: Analise Multivariada.

¢ Resultados/Conclusdes: Efeitos significativos nas classificacGes.

4.5. Aplicagdo 5

e Titulo da Obra: Distribuicdes Multivariadas log-skew-elipticas com aplicacdes
para dados de precipitacéo.

e Area: Meteorologia

e Objetivo: Encontrar um modelo mais flexivel para analisar os dados de
precipitacdo mensal dos EUA.

e Metodologia Utilizada: Analise Multivariada.

e Resultados/Conclusdes: O modelo assimétrico apresentou uma pequena
melhora nas estimativas em relagdo ao Normal simétrico e nos meses onde a

assimetria era mais acentuada, o ajuste foi significativo.
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4.6. Aplicacéo 6

e Titulo da Obra: Extensdo bimodal com base na Distribuicdo Normal
assimétrica para os dados de polen.

e Area: Agricultura

e Objetivo: Aumentar a flexibilidade da Distribuicdo Normal assimétrica
acrescentando um parametro adicional que pode levar para uma Distribuicéo bi-

modal.
e Metodologia Utilizada: Inferéncia Estatistica.

e Resultados/Conclusdes: A inclusdo do parametro adicional melhorou as

estimativas em comparacdo com a mesma distribuicdo sem este parametro.
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5. Consideracdes Finais e Sugestdes de Trabalhos Futuros

Este trabalho foi muito motivador por apresentar em sua esséncia uma
caracteristica que para mim ndo era inerente a uma Distribuicdo Normal, a assimetria.
Responder as perguntas de que como isso era possivel e como estd sendo utilizado no
meio académico foi um trabalho exaustivo (ja que ndo encontramos essa metodologia
em livros e as que encontramos muitas sdo em outras linguas) e prazeroso a medida que

meus guestionamentos foram sendo esclarecidos.

Agora, depois de concluida essa etapa, o leque de possibilidades de aplicacGes da
Distribuicdo Normal Assimétrica € muito extenso. Num primeiro momento, e de forma
muito natural, sugere-se, por exemplo, estudar os modelos de Anélise Discriminante
modificados a partir da Distribuicdo Normal Assimétrica ou, talvez, construir modelos

de Analise de Variancia adaptados para dados tipicamente assimétricos.
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7. ANEXO I: Programa para a Geracao de uma amostra aleatéria

de uma Distribuicdo Normal Assimétrica

# Define a funcdo que gera uma Amostra de tamanho n de uma Distribuicdo Normal
Assimétrica com parametro de assimetria A (lamb)

normal_assimetrica <- function(n,lamb)
{

X0 <- rnorm(n)

X1 <- rnorm(n)

Z <- vector("integer",n+1);

Delta <- lamb/sqrt(1+ (lamb ~2))

for(iin 1:n)
{

Z[i] <- Delta*abs(XO0[i])+sqrt(1-(Delta”2))*X1[i]

Z[n+1] <- Delta

return(Z)

# Exemplo de Aplicagdo

n <- 100000

lamb <-6

z <- normal_assimetrica(n,lamb)
hist(z[1:n])

Delta <- z[n+1]

Delta
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Delta=0.986394
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