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Resumo 
 

O Acidente Vascular Cerebral (AVC) é uma das doenças que mais mata no Brasil. Segundo 
dados do Ministério da Saúde, entre 2000 e 2004, 317.998 pessoas vieram a óbito em 
decorrência de AVC. Neste contexto, uma informação importante para a secretaria de saúde 
de João Pessoa é a previsão do número de pacientes que serão atendidos nos hospitais filiados 
ao Sistema Único de Saúde (SUS), em João Pessoa, decorrentes de AVC. O presente estudo 
tem por objetivo fazer uso dos modelos de Holt-Winters e Box-Jenkins para séries temporais, 
com o intuito de modelar o número de pacientes atendidos no período de janeiro de 2000 a 
março de 2010, bem como realizar previsões para meses posteriores. Para o mês de 
Abril/2010, observou-se que as previsões realizadas para a série AVC pelos modelos 
ARIMA(1,1,1) e ARIMA(2,1,1) estiveram próximas do valor observado. 

 

Palavras-chave: Acidente vascular cerebral, Séries temporais, Previsão. 
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1. Introdução 

 

 Para a realização deste trabalho, se fez necessário um vínculo temporário na secretaria 

municipal de saúde do município de João Pessoa-PB, na diretoria de regulação, tal que o 

período de tempo estabelecido se fizesse necessário para a realização do mesmo. Ao analisar 

os trabalhos desenvolvidos pela secretaria municipal de saúde, foi verificado que, dentre os 

estudos de interesse realizados, havia um que indicava altos índices de incidência. Este estudo 

se trata do número de pacientes acometidos por acidente vascular cerebral (AVC), atendidos 

no município de João Pessoa. 

Tendo em vista os fatos mencionados, este trabalho visa analisar a série temporal 

composta pelos indivíduos atendidos nos hospitais do município de João Pessoa que sofreram 

AVC, bem como a previsão futura. As informações obtidas para o estudo foram coletadas no 

período de janeiro de 2000 a março de 2010, totalizando 123 informações mensais. 

Esta monografia está dividade em cinco capítulos, incluíndo o Capítulo 1 de 

Introdução. No Capítulo 2, expomos algumas informações básicas a respeito do acidente 

vascular cerebral, para melhor compreensão do tema abordado, os objetivos do estudo e o 

software utilizado para obtenção da base de dados. No Capítulo 3, são abordadas algumas 

técnicas descritivas para análise de uma série temporal, definição e objetivos da análise de 

séries temporais, assim como os modelos utilizados no estudo e a metodologia abordada para 

a identificação e escolha do modelo mais adequado. Apresentamos no Capítulo 4 os 

resultados e discussões a respeito da série em estudo. Finalmente, no Capítulo 5 serão 

expostas as considerações finais. 
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2. Problematização 

 

O AVC pode ser causado por 2 mecanismos distintos, por uma oclusão ou por uma 

hemorragia (COHEN, 2001). 

Um AVC isquêmico (Figura 1) ocorre quando um vaso sanguíneo é bloqueado, 

frequentemente pela formação de uma placa aterosclerótica ou pela presença de um coágulo 

que chega através da circulação de uma outra parte do corpo (COHEN, 2001). 

Um AVC hemorrágico (Figura 2) ocorre devido à ruptura de um vaso sanguíneo, ou 

quando a pressão no vaso faz com que ele se rompa devido à hipertensão. A hemorragia pode 

ser intracerebral ou subaracnóide. Em ambos os casos, a falta de suprimento sanguíneo causa 

enfarto na área suprida pelo vaso e as células morrem (COHEN, 2001). 

 
Figura 1: Acidente vascular cerebral isquêmico. 

 
Figura 2: Acidente vascular cerebral hemorrágico. 
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As manifestações clínicas subjacentes a esta condição incluem alterações das funções 

motora, sensitiva, mental, perceptiva, da linguagem, embora o quadro neurológico destas 

alterações possam variar muito em função do local e extensão exata da lesão (SULLIVAN, 

1993). 

Muitos fatores de risco contribuem para o seu aparecimento. Alguns desses fatores não 

podem ser modificados, como a idade,  a raça,  a constituição genética e o sexo. Outros 

fatores, entretanto, podem ser diagnosticados e tratados, tais como a hipertensão arterial, a 

diabetes mellitus, as doenças cardíacas, a enxaqueca, o uso de anticoncepcionais hormonais,  a 

ingestão de bebidas alcoólicas, o fumo, o sedentarismo e a obesidade. A adequação dos 

hábitos de vida diária é primordial para a prevenção do AVC (BVS, 2010). 

Segundo Sullivan (1993), este problema afeta na sua maioria os idosos, cerca de 20% 

dos indivíduos que sofreram AVC estão abaixo dos 65 anos, além disso, é uma patologia que 

atinge mais a raça negra, em particular as faixas etárias mais jovem. 

Segundo dados do Ministério da Saúde, AVC e infarto estão entre as doenças que mais 

mata no Brasil. Fazendo um comparativo, entre 2000 e 2004, 317.998 pessoas vieram a óbito 

em decorrência do AVC, enquanto que infarto vitimou cerca de 308.944 indivíduos. Um fator 

importante que se esconde nesta questão é que as causas que levam às duas doenças são quase 

as mesmas (má alimentação, tabagismo, sedentarismo, entre outros). No entanto, como o 

AVC pode ter ultrapassado o infarto como principal causa de mortes no País? Segundo 

especialistas, o fato de o cérebro ser um órgão mais sensível que o coração é uma das causas. 

Contudo, esta justificativa não responde completamente a essa questão. Afirmam também 

que, falta basicamente, informação à população e um procedimento mais eficaz nas redes de 

saúde, em especial, na pública. 

No município de João Pessoa, o número de pacientes que foram internos e vieram a 

óbitos em decorrência de acidente vascular cerebral em 2008 foi cerca de 340 indivíduos, 

onde 47,35% residiam na capital. Em 2009, cerca de 335 pacientes vieram a óbitos, sendo 

43,28% residentes na capital e até março deste ano, 55 pacientes vieram a óbito, onde 38,18% 

residiam no município de João Pessoa (Fonte:TabWin/DATASUS). 

A Secretaria Municipal de Saúde (SMS) de João Pessoa tem por responsabilidade a 

gestão plena do Sistema Único de Saúde (SUS) no âmbito municipal, além das ações e 

serviços de saúde oferecidos ao município. O órgão é responsável pela formulação e 
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implantação de políticas, programas e projetos que visem à promoção de uma saúde de 

qualidade ao usuário do SUS (SMS, 2010). 

Neste contexto, uma informação importante para a secretaria de saúde é a previsão do 

número de pacientes que serão tratados em decorrência de AVC, para assim subsidiar os 

gestores na adoção de políticas públicas de saúde, bem como em medidas mais efetivas na 

rede assistencial. 

Portanto, este trabalho tem como objetivo principal ajustar um modelo de séries 

temporais para a série do número de pacientes com AVC nos hospitais no município de João 

Pessoa e realizar previsões a curto e médio prazo. Para alcançar o objetivo principal deste 

trabalho, faz-se necessário que sejam atingidos os seguintes objetivos específicos: 

• Ajuste dos modelos de Holt-Winters e Box-Jenkins; 

• Seleção do modelo com melhor ajuste aos dados; 

• Análise dos resíduos dos modelos; 

• Cálculo dos erros de previsão; 

• Etimativas de previsões futuras de 3 e 6 passos a frente. 

A obtenção dos dados para série histórica do número de pacientes com AVC se deu 

através do programa TabWin. Este programa foi desenvolvido pelo Departamento de 

Informática do Sistema Único de Saúde (DATASUS) com a finalidade de permitir às equipes 

técnicas do Ministério da Saúde, das Secretarias Estaduais e Municipais de Saúde a realização 

de tabulações rápidas sobre arquivos do tipo DBF. 

Em seguida, as informações foram armazenadas em uma base de dados no pacote 

estatístico R (www.r-project.org) versão 2.11, no qual se procedeu a construção dos modelos 

bem como todos os procedimentos até a análise final deste trabalho. 
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3. METODOLOGIA 

 

3.1 Definição de série temporal 

  

A classe de fenômenos cujo processo observacional e consequente quantificação 

numérica gera uma sequência de dados distribuídos no tempo é denominada série temporal 

(SOUZA, 1989). 

A natureza de uma série temporal e a estrutura de seu mecanismo gerador estão 

relacionadas com o intervalo de ocorrência das observações no tempo (ANDERSON, 1971). 

Caso o levantamento das observações da série possa ser feito a qualquer momento do tempo, 

a série temporal é dita contínua, sendo denotada por )(tZ (GRANGER, 1977). No entanto, 

segundo Granger (1977) e Nelson (1973), as observações são tomadas, na maioria das vezes, 

em intervalos de tempo equidistantes e discretos. 

Uma série temporal discreta pode ser representada por { }tt zzzZ ,...,, 21= , sendo que 

cada observação discreta tz  está associada a um instante de tempo distinto, existindo uma 

relação de dependência serial entre essas observações (SOUZA, 1989). 

 

3.2 Objetivo da análise de séries temporais 

 

Segundo Granger (1977), o objetivo inicial da análise de séries temporais é a 

realização de inferências. Assim, através da abstração de regularidades contidas nos 

fenômenos observáveis de uma série temporal existe a possibilidade de se construir um 

modelo matemático como uma representação simplificada da realidade (BARBANCHO, 

1970). 

Após a formulação do modelo matemático, obtido pela seleção entre as alternativas de 

classes de modelos identificadas como apropriadas para essa representação e subsequente 

estimação de seus parâmetros, é possível utilizá-lo para testar alguma hipótese ou teoria a 

respeito do mecanismo gerador do processo estocástico e realizar a previsão de valores 

futuros da série temporal (GRANGER, 1977). 

 

 

 



6 

 

3.3 Tendência 

 

Globalmente, uma série pode exibir tendência de crescimento (ou decrescimento) com 

vários possíveis padrões  (EHLERS, 2007) : 

• Crescimento linear: por exemplo, a cada ano o aumento esperado nas vendas de certo 

brinquedo é de 1 milhão de reais. 

• Crescimento exponencial: por exemplo, a cada ano as vendas de certo brinquedo 

aumentam a um fator 1,3. 

• Crescimento amortecido: por exemplo, as vendas de certo brinquedo tem um aumento 

esperado de 70% sobre o ano anterior. Se o aumento esperado for de 1 milhão de reais 

no primeiro ano, no segundo ano será de 700 mil reais, no terceiro ano será de 490 mil 

reais e assim por diante (EHLERS, 2007). 

 

3.4 Estacionariedade 

 

 Uma das suposições mais frequentes a respeito de uma série temporal é a de que ela é 

estacionária, ou seja, ela se desenvolve no tempo aleatoriamente ao redor de uma média 

constante, refletindo alguma forma de equilíbrio estável. Todavia, a maior parte das séries que 

encontramos na prática apresentam alguma forma de não-estacionariedade. Assim as séries 

econômicas e financeiras apresentam em geral tendências, sendo o caso mais simples aquele 

em que a série flutua ao redor de uma reta, com inclinação positiva ou negativa (tendência 

linear). Podemos ter, também, uma forma de não-estacionariedade explosiva, como no caso 

do crescimento de uma colônia de bactérias (MORETTIN & TOLOI, 2005). 

 Como a maioria dos procedimentos de análise estatística de séries temporais supõem 

que estas sejam estacionárias, será necessário transformar os dados originais, se estes não 

forem estacionários. A transformação mais comum consiste em tomar diferenças sucessivas 

da série original, até se obter uma série estacionária. Em situações normais, será suficiente 

tomar uma ou duas diferenças para que a série se torne estacionária (MORETTIN & TOLOI, 

2005). 

 

 

 



7 

 

3.4.1 Teste de Dickey-Fuller para estacionariedade 

 

Basicamente, o teste de raiz unitária Dickey-Fuller (DF) estima a seguinte auto-

regressão: 

( ) ttt ZZ ερ +−=∆ −11 , 

ou então, 

ttt ZZ εγ +=∆ −1 , 

onde ( )1−−=∆ tt ZZ  , ou seja, é o operador diferença e 1−= ργ . Nesse caso, a hipótese nula 

(H0) é de que exista pelo menos uma raiz unitária, logo a variável não é estacionária e γ = 0. 

Por sua vez, a hipótese alternativa (H1) é que a variável seja fracamente estacionária. Neste 

caso não há nenhuma raiz unitária e consequentemente γ < 0 (MARGARIDO, 2006). 

 Dado uma amostra Zt, t = 1,2,...n, o teste de Dickey-Fuller  se baseia no estimador de 

mínimos quadrados 

∑
∑

= −

= −
=

n

t t

n

t tt

Z

ZZ

2

2
1

2 1
ρ̂ . 

Logo, para testar as hipóteses do modelo, utiliza-se a estatística proposta por Dickey & 

Fuller (1979), dada por 

( )ρ

ρ
τ

ˆ
1ˆ

ˆ
S

−
= , 

onde  

( )
( ) 2/1

2

2
1

ˆ

∑ = −

=
n

t tZ

S
S ρ , 

e 

( )∑ = −−
−

=
n

t tt ZZ
n

S
2

2
1

2 ˆ
2

1
ρ , 

onde ( )ρ̂S  é o erro padrão de ρ̂  e 2
S  é o estimador de 2σ  (mais detalhes em Said e Dickey 

(1984) e Chang e Park (2003)). 

Assim, se o valor absoluto da estatística τ̂  estimado para o parâmetro de Zt-1 for menor 

que o valor absoluto da estatística τ, então não há evidências para rejeição da hipótese nula. 
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3.5 Transformações 

 

 Segundo Morettin & Toloi (2005), no contexto de séries temporais existem, 

basicamente, duas razões para se transformar os dados originais: estabilizar a variância e 

tornar o efeito sazonal aditivo. Entretanto, Nelson (1976) afirma que transformações não 

melhoram a qualidade de previsão do modelo. No caso de séries econômicas e financeiras 

poderá ser necessário aplicar alguma transformação à série original, como por exemplo, a 

transformação de Box-Cox (1964)  

.

0,log

0,)(









=

≠
−

=

λ

λ
λ

λ

λ

seZ

se
cZ

Z

t

t

t  

Aqui λ e c são parâmetros a serem estimados. Outra razão para efetuar transformações é obter 

uma distribuição para os dados mais simétrica e próxima da normal (MORETTIN & TOLOI, 

2005). 

 

3.6 Métodos de Previsão de Séries Temporais 

 

A previsão não constitui um fim em si, mas um meio de fornecer informações e 

subsídios para uma consequente tomada de decisão, visando atingir determinados objetivos 

(MORETTIN & TOLOI, 1981). 

Souza (1989) e Wheelwrigth (1985) classificam as previsões de uma série temporal 

como de curto, médio ou longo prazo. 

Naturalmente, a investigação do poder preditivo do modelo especificado como o mais 

adequado para explicar o mecanismo gerador das observações de uma série temporal é um 

processo empírico de verificação, visto que são feitas comparações entre as previsões e as 

observações, a fim de confirmar a habilidade do modelo matemático em descrever a estrutura 

definida pelos dados da série temporal analisada (BARBANCHO, 1970). 

Os métodos de previsão de séries temporais baseiam suas previsões na extrapolação de 

características de observações passadas e no inter-relacionamento entre essas observações, 

fornecendo previsões acuradas se o futuro apresentar comportamento similar ao passado 

(WHEELWRIGHT, 1985). 
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Segundo Wheelwrigth (1985), os métodos de previsão estão fundamentados na 

hipótese de que os valores passados possuem informações a respeito do comportamento da 

série, tal que esse padrão é recorrente no tempo. 

Há uma variedade enorme de métodos de previsão de séries temporais, cada qual com 

suas capacidades e limitações (WHEELWRIGTH, 1985). A escolha do método de previsão 

mais adequado depende de alguns fatores, como por exemplo, no conhecimento que se tenha 

sobre a natureza e o objetivo da análise. 

 

3.7 Técnicas Descritivas 

 

Certos padrões de comportamento para séries temporais podem ser descritos utilizando 

uma representação gráfica dos dados ao longo do tempo, como por exemplo, pontos 

aberrantes, tendências, sazonalidade ou alterações na estrutura da série. Tendo em vista tais 

fatores, pode-se afirmar que a análise gráfica é um bom início que antecede a análise da série. 

 

3.7.1 Decomposição Clássica 

 

Em uma série temporal Zt, t = 1,2,3,...,N, pode-se observar certas propriedades 

adotando-se uma forma de decomposição que consiste em escrever a série como uma soma de 

três componentes não observáveis, ou seja, 

tttt aSTZ ++= ,     (3.1) 

onde Tt é a componente de tendência, St é a componente de sazonalidade e at é uma 

componente aleatória ou ruído, ou seja, a componente que não pode ser explicada e que 

espera-se ser aleatória e ainda possui média zero e variância constante igual a 2
aσ . Podemos 

destacar também que a componente sazonal se repete a cada intervalo fixo de tempo s, isto é, 

...... 22 ====== ++−− ststtstst SSSSS .    (3.2) 

Portanto, variações periódicas no tempo podem ser observadas através desta componente. 

Pode-se estimar uma série livre de sazonalidade se considerarmos um modelo do tipo 

(3.1), ou seja, se 
^

tS  for uma estimativa de St, então teremos 

^

tt

SA

t SZZ −= ,      (3.3) 
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que é a série sazonalmente ajustada. 

Por conseguinte, estimando-se a tendência (Tt) e a sazonalidade (St) e posteriormente 

subtraindo de Zt teremos uma estimativa de at. 

 

3.7.2 Séries com Tendência 

 

Segundo Ehlers (2007), a tendência pode ser observada como uma mudança de longo 

prazo no nível médio da série. A compreensão de “longo prazo” depende, em parte, do 

comprimento da série observada. Um exemplo seria as atuais mudanças climáticas, tais como 

o aquecimento global que podem ser descritas como uma tendência a longo prazo.Ao 

considerarmos o modelo 

ttt aTZ += ,      (3.4) 

salientamos que existem tendências do tipo global, local, não-lineares, com crescimento 

exponencial e ainda tendência quadrática. A tendência pode ser estimada através de várias 

formas, dentre as quais pode-se citar: 

1. através da estimação através de um polinômio; 

2. através de métodos de suavização; 

3. obtendo diferenças na série ( tZ∆ ); 

4. através de do método dos mínimos quadrados ponderados. 

Logo, a série livre de tendência pode ser escrita com sendo, 

ttt TZY
^

−= .      (3.5) 

 

3.8 Métodos de suavização 

 

3.8.1 Filtragem (Médias Móveis) 

 

Outra forma de se analisar séries com tendência consiste em fazer uso de um filtro 

linear, ou seja, a conversão de uma série tZ  em outra série *
tZ . Logo: 

( )tt ZfZ =* , t = 1,2,...,N,    (3.6) 

onde o modelo (3.4), transformado pelo filtro linear ( f ), é dado por 
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***
ttt aTZ += ,       (3.7) 

sendo ( )tt TfT =*  e ( )tt afa =* . 

O filtro linear converte a série tZ  através da seguinte operação 

      ∑ −= +=
n

nj jtjt ZcZ
* , t = n + 1,n,...,N-n,             (3.8) 

onde cj é um conjunto de pesos com ∑ −=
=

n

nj jc 1 . Note que há perda de n observações no 

início e n observações no final da série inicial. Tem-se também que *
tZ  será uma estimativa 

de tendência no instante t e, neste caso, dizemos que a operação (3.8) é chamada de médias 

móveis. 

Caso a série temporal apresente aleatoriedade ou pequenas mudanças nos padrões, um 

número maior de valores pode ser utilizado no cálculo da média móvel. No entanto, se houver 

pouca flutuação aleatória ou mudança significativa no padrão da série, um número menor de 

observações deve ser incluído no conjunto de valores empregado na determinação da média 

móvel. 

A situação mais simples é quando os pesos cj possuem o mesmo valor. Como 

∑ −=
=

n

nj jc 1, segue que ( )12/1 += nc j , para j = -n,...,n. Neste caso tem-se  

∑ −= +
+

=
n

nj jtt Z
n

Z
12

1* .     (3.9) 

Note que, 

( ) ∑∑∑∑ −= +−= +−= ++−= + +=+==
n

nj jtj

n

nj jtj

n

nj jtjtj

n

nj jtjt acTcaTcZcZ
*  

ou seja,  

**
t

n

nj jtjt aTcZ ∑ −= + += ,     (3.10) 

onde 

∑ −= +=
n

nj jtjt aca
* .      (3.11) 

Como 0)( =taE , então 0)( * =taE . Portanto, temos que 

( ) ( )ttt

n

nj jjt

n

nj jt ZETTcTcZE ==≈= ∑∑ −=+−=

* ,   (3.12) 

onde se supomos uma tendência suave, então tjt TT ≈+ . Logo a série suavizada e a série 

original terão praticamente a mesma média em cada tempo t. Além disso, tem-se que 
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( ) ( )∑ −=
=

n

nj jat caVar
22* σ ,     (3.13) 

desde que a Var(at) seja constante. 

 Podemos escrever a série livre de tendência como sendo igual a *
ttt ZZY −=  e 

( )*
tt ZZE − , sendo o víeis de estimação expresso por 

( ) ( ) jt

n

nj jTctTtv +−=∑−= .     (3.14) 

 

3.8.2 Diferenciação 

 

 Outra maneira de remover uma componente de tendência é fazendo uso de outro tipo 

de filtro que consiste em tomar um número apropriado de diferenças, ou seja, diferenciar a 

série até que a mesma se torne estacionária. Se os dados não possuírem um comportamento 

sazonal (tal definição será abordada a diante), então a primeira diferença em geral se torna 

suficiente para se ter estacionariedade na série. 

 Se tivermos 

tTt 10 ββ +=  

note que 

( ) ( )[ ] 110101 1 βββββ =−+−+=−=∆ − ttTTT ttt . 

Ou seja, com uma diferença se elimina uma tendência linear. 

 Se Tt for dado por m

mt ttT βββ +++= ...10 , então  

    




<

=
=∆

dmse

dmsed
T

d

t

d

,0

,!β
.     (3.15) 

Logo, para o modelo ttt aTZ += , teremos 

     t

d

t

d

t

d
aTZ ∆+∆=∆ ,     (3.16) 

com t

d
T∆  dado anteriormente e sendo tT  um polinômio de grau m, onde  

   ( )




<

==∆
=∆

dm

dmT
ZE t

d

t

d

se,0

se,k
.     (3.17) 

 Em séries econômicas que apresentam um crescimento exponencial, o procedimento 

mais adequado é tomar a diferença do logaritmo da série, i.e. 

     tt ZZ log* ∆=∆ .     (3.18) 
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3.9 Séries com Sazonalidade 

 

Pode-se definir sazonalidade como sendo um comportamento “repetitivo” da série a 

cada s períodos de tempo. Como exemplos de séries com sazonalidade podemos citar, vendas 

mensais de material escolar que têm aumento nos meses finais e iniciais do ano, a venda 

mensal de brinquedos, com destaque para o mês de dezembro e possivelmente um leve 

aumento no mês de outubro, o aumento das vendas de passagens aéreas no verão, o aumento 

da produção de leite no Brasil nos meses de novembro, dezembro e janeiro, entre outros. 

Dentre os modelos sazonais, podemos citar os modelos com: 

i) sazonalidade determinística; 

ii) sazonalidade estocástica. 

Além disso, a sazonalidade pode ser apresentada de dois tipos: 

 1) Sazonalidade aditiva, quando  as flutuações sazonais são mais ou menos constantes, 

independente do nível global da série. 

2) Sazonalidade multiplicativa, quando dependendo do nível global da série, há uma 

variação no tamanho das flutuações sazonais. 

Ajustar a série para a componente sazonal consiste em estimar St e subtrair a série 

estimada de Zt no modelo 

tttt aSTZ ++= , t = 1,2,...,N. 

Isto é, o ajustamento sazonal consiste em calcular tt

SA

t SZZ
^

−= . 

 

3.10 Modelos de suavização exponencial 

 

A popularidade desses métodos deve-se à sua simplicidade de implementação e pelo 

reduzido custo computacional. Além disso, seu poder de previsão é bem razoável. Dentre 

esses métodos destacamos o método de médias móveis simples (MMS), suavização 

exponencial simples (SES), suavização exponencial de Holt (SEH) e suavização exponencial 

sazonal de Holt-Winters (HW). 
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3.10.1 Séries localmente constantes 

 

Consideremos, neste caso, uma série Zt, t = 1,2,...,N, localmente constante composta 

apenas do nível mais um ruído branco, ou seja, 

ttt aZ += µ .      (3.19) 

 

3.10.2 Médias móveis simples (MMS) 

 

A finalidade deste método é considerar a média das observações passadas da série 

como base para previsão de um período futuro. 

A expressão da média móvel para o período de tempo t é definida como  

r

zzzz
M rtttt

t
121 ... +−−− ++++

= ,    (3.20) 

ou 

r

zz
MM rtt

tt
−

−

−
+= 1 ,     (3.21) 

onde r é o número de observações incluídas na média. 

Utiliza-se o termo média móvel, pois à medida que acrescentamos uma nova 

observação na série, recalcula-se a média das observações e, em seguida, inclui-se esta nova 

observação na série e despreza a observação mais antiga. 

Quanto maior for o número de observações incluídas na média, maior será o efeito de 

alisamento na previsão. Logo, caso a série apresente muita aleatoriedade ou pequenas 

mudanças no padrão, um maior número de valores pode ser utilizado no cálculo da média 

móvel. 

 

3.10.3 Suavização exponencial simples (SES) 

 

Dado o comportamento aleatório dos dados, o método de suavização exponencial 

simples se assemelha ao método de médias móveis. No entanto, a principal diferença entre 

eles é que o método de suavização exponencial atribui pesos diferentes a cada observação da 

série, supondo-se que as últimas observações possuem mais informações sobre o futuro da 
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série e, portanto, são mais relevantes para a previsão. Este método é adequado para séries que 

não apresentam sazonalidade nem tendência. 

Portanto, dado a série Zt, t = 1,2,...,N, podemos escrevê-la como sendo 

....22110

__

+++= −− tttt zbzbzbZ ,    (3.22) 

onde bj são os pesos atribuídos as observações. Adotando também que b0 > b1 > b2 > ..., então 

os pesos decaem de forma tal que 

( ) ,...2,1,0,1 =−= kb
k

k αα ,     (3.23) 

onde 0 < α < 1 é chamada de constante de alisamento. Logo, a previsão dada um passo a 

frente no tempo t é dada por 

( ) ( ) NtzzzzZ ttt ,...,2,1,,11 10

__

1

____

==−+= −αα ,   (3.24) 

ou ainda 

( ) ( ) ( ) tzzZ
t

kt

kt

kt  em,111 0

__

0

__

ααα −+−= −=∑ .   (3.25) 

 

3.10.3.1 Previsão 

 

Tomando 10

__

)1( zz = , como previsão inicial para t = 0 e dado que a previsão dos 

valores futuros é dada pelo último valor suavizado, então 

( ) )1(1)( 1

____

+−+= − hzzhZ ttt αα .     (3.26) 

 

3.10.3.2 Especificação de α 

 

Vale salientar que o valor de α não depende da escala em que as observações foram 

medidas, mas sim das propriedades da série temporal. O valor de α deve ser especificado de 

modo a refletir a influência das observações passadas nas previsões. Valores pequenos 

produzem previsões que dependem de muitas observações passadas. Por outro lado, valores 

próximos de 1 levam a previsões que dependem das observações mais recentes e no caso 

extremo α = 1 a previsão é simplesmente a última observação.  

Quanto menor for o valor de α mais estável serão as previsões finais, uma vez que a 

utilização de baixo valor de α implica que pesos maiores serão dados às observações passadas 
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e, por conseguintemente, qualquer flutuação aleatória, no presente, exercerá um peso menor 

no cálculo de previsão. Em geral, quanto mais aleatória for a série estudada, menores serão os 

valores da constante de suavização (MORETTIN & TOLOI, 2005). 

 

3.11 Modelos para séries que apresentam tendência 

 

Neste caso, não se faz uso do modelo anteriormente citado, pois o mesmo não é 

adequado para analisar séries que apresentam tendência. Logo, consideremos uma série não 

sazonal composta de nível, tendência e ruído branco, ou seja, 

tttt aTZ ++= µ .      (3.27) 

 

3.11.1 Suavização exponencial de Holt (SEH) 

 

Quando é aplicado o método de suavização exponencial simples, há uma 

subestimação, ou superestimação, dos valores reais. Uma maneira de contornar esse tipo de 

situação é utilizar o método de suavização exponencial de Holt. Este método é similar à 

suavização exponencial simples, no entanto, a diferença esta no uso de uma constante de 

suavização para modelar a tendência da mesma. Logo, o nível e a tendência são estimados, 

respectivamente, por  

( ) ,,...,3,2,10,1 1

^

1

____

NtATZAAZZ tttt =<<







+−+= −−    (3.28) 

( ) ,,...,3,2,10,1 1

^

1

____^

NtCTCZZCT tttt =<<−+







−= −−    (3.29) 

onde A e C são constantes de suavização. 

 

3.11.1.1 Previsão 

 

Para um dado tempo t, a previsão do valor Zt+h, é dada por 

0,)(
^__^

>+= hThZhZ tt .    (3.30) 

Dada uma nova observação Zt+1, então (3.28) e (3.29) são utilizadas para atualização 

da previsão, ou seja, 



17 

 

( ) ,1
^__

11

__









+−+= ++ tttt TZAAZZ  

( ) tttt TCZZCT
^__

1

__

1

^

1−+







−= ++ . 

 

3.12 Modelos para séries que apresentam sazonalidade 

 

Para séries que apresentam sazonalidade dois dos métodos mais importantes são o 

método de Holt-Winters e o método de suavização exponencial geral. No entanto, neste 

trabalho apresentaremos apenas o método de Holt-Winters. 

 

3.12.1 Suavização exponencial sazonal de Holt-Winters (HW) 

 

Winters (1960) estendeu o algoritmo de alisamento exponencial de Holt para séries 

que apresentassem sazonalidade. O método de Holt-Winters apresenta resultados similares ao 

alisamento exponencial de Holt, entretanto, é capaz de manipular séries temporais que 

apresentarem tendência e sazonalidade. 

 

3.12.1.1 Série com sazonalidade do tipo multiplicativa 

 

O método de Holt-Winters considera, neste caso, o fator sazonal como sendo 

multiplicativo e a tendência aditiva, isto é, 

NtaTFZ ttttt ,...,2,1, =++= µ .    (3.31) 

As equações de suavização são dadas por 

( ) ,,...,1,10,1
^

__

^

NstDFD

Z

Z
DF st

t

t
t +=<<−+














= −    (3.32) 

( ) ,,...,1,10,1 1

^

1

^

^

__

NstATZA

F

Z
AZ tt

st

t
t +=<<








+−+














= −−

−

  (3.33) 

( ) ,,...,1,10,1 1

^

1

____^

NstCTCZZCT tttt +=<<−+







−= −−    (3.34) 
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onde Ft é a estimativa do fator sazonal, tZ
__

o nível, tT
^

 a tendência, e A,C e D as constantes de 

suavização. 

 

3.12.1.2 Série com sazonalidade do tipo aditiva 

 

Tomando (3.31) agora com o fator sazonal aditivo 

ttttt aTFZ +++= µ ,     (3.35) 

então as estimativas  Ft, tZ
__

 e tT são dadas por 

( ) ,10,1
^__^

<<−+







−= − DFDZZDF stttt     (3.36) 

( ) ,10,1 1

^

1

__^__

<<







+−+








−= −−− ATZAFZAZ ttsttt    (3.37) 

( ) .10,1 1

^

1

____^

<<−+







−= −− CTCZZCT tttt     (3.38) 

 

3.12.1.3 Previsão 

 

 Para o caso da sazonalidade ser multiplicativa, então 

M

sshFThZhZ

shFThZhZ

shtttt

shtttt

,...,1,)(

,...,2,1,)(

2

^^__^

^^__^

+=







+=

=







+=

−+

−+

    (3.39) 

e também  

( ) ,1 1

^

1

__
1

1

^

st

t

t
t FD

Z

Z
DF −+

+

+
+ −+














=  

( )

( ) .1

,1

^__

1

__

1

^

^^

1

^
1

1

__

tttt

tt

st

t
t

TCZZCT

TZA

F

Z
AZ

−+







−=









+−+














=

++

−+

+
+

 

Já para o caso da sazonalidade aditiva, teremos 
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M

sshFThZhZ

shFThZhZ

shtttt

shtttt

,...,1,)(

,...,2,1,)(

2

^^__^

^^__^

+=++=

=++=

−+

−+

.   (3.40) 

e as atualizações dadas por 

( )

( )

( ) .1

,1

,1

^__

1

__

1

^

^__

1

^

11

__

1

^

1

__

11

^

tttt

ttsttt

stttt

TCZZCT

TZAFZAZ

FDZZDF

−+







−=









+−+








−=

−+







−=

++

−+++

−++++

 

 

3.13 Modelos de Box-Jenkins 

 

A metodologia proposta por George Box e Gwilyn Jenkins, mais conhecido por 

modelos de Box e Jenkins, permite efetuar previsões da série em estudo tomando como base 

apenas seus valores passados e presentes. Tal procedimento é feito através da correlação 

temporal existente entre os valores da série, ou seja, como uma série temporal tem os dados 

coletados sequencialmente ao longo do tempo, espera-se que ela apresente correlação seriada 

no tempo. 

A previsão realizada pelo método de Box & Jenkins é dada por um conjunto de 

processos estocásticos denominado auto-regressivos integrados de médias móveis (ARIMA), 

ou seja, são modelos matemáticos que visam capturar o comportamento da autocorrelação 

entre os valores da série, e tendo em vista esse comportamento realizar previsões futuras. Vale 

salientar que, se essa estrutura for bem modelada, fornecerá boas previsões. 

Segundo Fava (2000), os modelos ARIMA resultam da combinação de três 

componentes denominados “filtros”: o componente auto-regressivo (AR), o filtro de 

integração (I) e a componente de médias móveis (MA). Uma série pode ser modelada pelos 

três filtros ou apenas um subconjunto deles, resultando em vários modelos. 

No decorrer desta seção serão apresentados alguns operadores, os quais serão listados 

abaixo para uma melhor compreensão: 

(i) Operador translação para o passado (B) 

mtt

m

tt ZZBZBZ −− == ,1 ; 
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(ii) Operador translação para o futuro (F) 

mtt

m

tt ZZFZFZ ++ == ,1 ; 

(iii) Operador diferença (∆) 

( ) tttttt ZBBZZZZZ −=−=−=∆ − 11 , 

logo  

B−=∆ 1 ; 

(iv) Operador soma (S) 

( ) ttttJ Jtt ZBBZZZZSZ ...1... 2
210

+++=+++== −−

∞

= −∑ , 

logo  

( ) ttt ZZBSZ 111 −−
∆=−= , 

então  

1−∆=S . 

 

3.13.1 Modelos lineares estacionários 

 

 Como modelo estacionário define-se aqueles que assumem que o processo está em 

“equilíbrio”. Se as médias e a variância de um processo se mantêm constantes e a função de 

autocovariância depende apenas da defasagem nos instantes de tempo, então esse processo é 

denominado fracamente estacionário. Um processo é fortemente estacionário se todos os 

momentos conjuntos são invariantes as translações no tempo. 

 

3.13.1.1 Processo linear geral 

 

 Neste modelo a série será gerada através de um filtro linear, onde a entrada é dada pelo 

ruído branco, sendo expresso por 

ttttt aBaaaZ )(...2211 ψµψψµ +=++++= −− ,   (3.41) 

onde 

...1)( 2
21 +++= BBB ψψψ ,    (3.42) 

denominado de função de transferência do filtro e µ o nível da série. 

Se tomarmos µ−= tt ZZ
~

, então 
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tt aBZ )(
~

ψ= .      (3.43) 

Temos também que 

( ) ( ) ( )...... 22112211 ++++=++++= −−−− ttttttt aaaEaaaEZE ψψµψψµ  

( ) ( )∑
∞

= −++=
1j jtjtt aaEZE ψµ , 

se ∑
∞

=1j jψ  convergir.Como E(at) = 0, temos também que ( ) µ=tZE . 

 A função de autocovariância (γj) de Zt é dada por 

∑
∞

= +=
0

2

i jiiaj ψψσγ .     (3.44) 

No caso particular em que 10 =ψ , temos a variância de Zt. 

 Há outra maneira de escrevermos (3.43), através de uma soma ponderada de valores 

passados mais um ruído branco, ou seja, 

tj
jtjtttt aZaZZZ +=+++= ∑

∞

=
−−−

1

~

2

~

21

~

1

~

... πππ .   (3.45) 

Tomando mtt
m

ZZB −=
~~

, então 

( ) j
j

j

jt ZBa
~

1
1 ∑

∞

=
−= π  

ou ainda 

( ) jt ZBa
~

π= ,      (3.46) 

onde 

( ) ...1 2
21 −−−= BBB πππ .     (3.47) 

De tt aBZ )(
~

ψ=  e ( ) jt ZBa
~

π= , tem-se que 

( ) ( ) tt aaBB =ψπ , 

com  

( ) ( )BB 1−=ψπ .     (3.48) 

 

3.13.1.2 Modelos auto-regressivos (AR) 

 

Em um modelo auto-regressivo, a série de dados históricos Zt (t = 1,2,..,N) é descrita 

por seus valores passados regredidos e pelo ruído aleatório at. 



22 

 

Podemos denotar um modelo AR(p) como sendo: 

tptpttt aZZZZ ++++= −−−

~

2

~

21

~

1

~

... φφφ .   (3.49) 

Note que os pesos de jπ  foram renomeados para jφ . O operador auto-regressivo é dado por 

( ) p

pBBBB φφφφ −−−−= ...1 2
21 ,   (3.50) 

logo, o ruído branco é dado por 

( ) jt ZBa
~

φ= .      (3.51) 

Note que o modelo AR(p) possui certa semelhança com um modelo de regressão múltipla, 

onde os valores passados da série fazem o papel das variáveis independentes. 

 

3.13.1.3 Modelos de médias móveis (MA) 

 

Um modelo de médias móveis é resultante da combinação do período atual da série 

com os períodos ocorridos anteriormente mais o ruído branco. Logo, os valores previstos 

dependem apenas dos erros observados em cada período passado. 

Podemos representar a estrutura de um modelo de médias móveis de ordem q, ou 

simplesmente MA(q), por 

12211 ... −−− −−−−+= qqtttt aaaaZ θθθµ .   (3.52) 

Como µ−= tt ZZ
~

, então temos 

( ) ( ) tt

q

qt aBaBBBZ θθθθ =−−−−= ...1 2
21

~

,   (3.53) 

sendo o operador de médias móveis de ordem q dado por 

( ) p

pBBBB θθθθ −−−−= ...1 2
21 .    (3.54) 

No modelo de médias móveis a função de autocovariância é obtida por 

( )( )[ ]∑∑ = −−−= −− −−=





=

q

l ljtljt

q

k ktktjttj aaaaEZZE
11

~~

θθγ  

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑∑ = −−−== −−= −−− +−−=
q

k ljtkt

q

l lk

q

l ljttl

q

k ktjtkjttj aaEaaEaaEaaE
1 111

θθθθγ . 

Vale salientar que 

( )




≠

=
== −

0,0

0,
)(

2

j

j
aaEj a

jtta

σ
γ , 
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logo 

( ) ( ) 222
2

2
1

2
0 ...1 aqZtZVar σθθθσγ ++++=== .   (3.55) 

Então escrevendo a função de autocovariância (facv) em função de )( jaγ , tem-se 

∑ ∑∑∑ = ===
−+++−−−=

q

k a

q

l lk

q

l al

q

k akaj kljljjkj
1 111

)()()()( γθθγθγθγγ , 

o que nos leva a 

( )
( )











>

=++++−

=−

= −++

−

= +∑

.,0

,,...,1,...

,0,
2

2211

2

1

qj

qj

j

ajqqjjj

a

jq

l ljlj

j σθθθθθθθ

σθθθ

γ    (3.56) 

Portanto, a partir de (3.55) e (3.56) obtém-se a função de autocorrelação, dada por 









>

=
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++++−

=
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.,,0

,,...,2,1,
...1

...
22

1
2

1

2211

qj

qj
q

jqqjjj

j
θθθ

θθθθθθθ

ρ    (3.57) 

 

3.13.1.4 Modelos auto-regressivos de médias móveis (ARMA) 

 

Pode ocorrer o caso em que se faz necessário utilizar uma grande quantidade de 

parâmetros em um modelo AR(p) ou em um modelo MA(q). Nesse tipo de situação, é mais 

vantajoso combinar as componentes dos dois modelos, gerando, assim, um modelo 

denominado ARMA(p,q). Com esta combinação pode-se obter uma representação adequada 

do problema, com um número menor de parâmetros. Esta junção forma uma classe de 

modelos úteis e parcimoniosos para a representação dos dados de séries temporais. 

O modelo ARMA(p,q) exigirá um número menor de termos e pode ser expresso por 

qtqttptpt aaaZZZ −−− −−−+++= θθφφ ...... 11

~

1

~

1

~

.   (3.58) 

Os operadores auto-regressivos podem ser escritos da seguinte forma 

tt aBZB )()(
~

θφ = .     (3.59) 

De (3.58) obtém a seguinte relação 

jtqtqttptpjtt ZaaaZZZZ −−−−− 







−−−+++=

~

11

~

1

~

1

~~

...... θθφφ . 

Aplicando a esperança em ambos os membros, tem-se 
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= −−−−− jtqtqttptpjttj ZaaaZZEZZE

~

11

~

1

~

1

~~

...... θθφφγ , 

logo  

)(...)1()(... 12211 qjjj zaqzazapjpjjj −−−−−++++= −−− γθγθγγφγφγφγ ,  (3.60) 

sendo )( jzaγ  a covariância entre Zt e at definida por 

 







= − jttza ZaEj

~

)(γ .  

jtZ −

~

 depende apenas de at até o tempo t – j , logo 





≤≠

>=
=

0,0

0,0
)(

j

j
jzaγ  

e, portanto, (3.60) é escrito como sendo 

qjpjpjjj >+++= −−− ,...2211 γφγφγφγ .    (3.61) 

A função de autocorrelação (fac) é dada por 

qjpjpjjj >+++= −−− ,...2211 ρφρφρφρ .    (3.62) 

De um modo geral, para um processo ARMA(p,q) estacionário, a função de 

autocorrelação tem um decaimento exponencial ou oscilatório após a defasagem q enquanto 

que a facp tem o mesmo comportamento após a defasagem p (BOX e JENKINS, 1970). 

 

3.13.1.5 Função de autocorrelação parcial (facp) 

 

Box, Jenkins e Reinsel (1994) propuseram a utilização de um instrumento cuja 

finalidade é facilitar o processo de identificação do modelo aos dados observados, ou seja, se 

os dados se adéquam a um modelo MA(q), a um modelo AR(p) ou a um modelo 

ARIMA(p,q), tal instrumento é conhecido como função de autocorrelação parcial (facp). 

Denotemos o j-ésimo coeficiente de um modelo AR(k) como sendo kjφ , sendo o 

último coeficiente do modelo dado por kkφ . Sabe-se que 

kjkjkkjkjkj ,...,2,1,...2211 =+++= −−− ρφρφρφρ . 

Então, pode-se obter as equações conhecidas por equações de Yule-Walker, dadas por 
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.   (3.63) 

Resolvendo as equações para k = 1,2,3,..., obtém-se 

111 ρφ =  

2
1

2
12

1

1

21

1

22 1

1

1

1

ρ

ρρ

ρ

ρ

ρρ

ρ

φ
−

−
==      (3.64) 

2
2

2
12

2
1

33
2
1

2
2121

3
1

12

11

21

312

21

11

33 221

2

1

1

1

1

1

ρρρρ

ρρρρρρρρ

ρρ

ρρ

ρρ

ρρρ

ρρ

ρρ

θ
−−+

+−+−
==  

e, de modo geral 

k

k

kk
P

P
*

=φ , 

sendo, kP  a matriz composta pelas correlações e *
kP  a matriz kP  com a última coluna 

composta pelo vetor de autocorrelações. Portanto, kkφ  é a função de autocorrelação parcial 

(facp). 

 

3.14 Modelos não estacionários 

 

Quando uma série temporal apresenta média e variância dependentes do tempo, 

dizemos que ela é não-estacionária. A não-estacionariedade de uma série implica que (1) há 

inclinação nos dados e eles não permanecem ao redor de uma linha horizontal ao longo do 

tempo e/ou (2) a variação dos dados não permanece essencialmente constante no tempo, isto 

é, as flutuações aumentam ou diminuem com o passar do tempo, indicando que a variância 

está se alterando. 
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Para detectar a não-estacionariedade de uma série, o comportamento temporal pode ser 

analisado graficamente, buscando padrões (1) e (2) ou, então, aplicando os testes estatísticos 

de raiz unitária. 

 

3.14.1 Modelos ARIMA 

 

George Box e Gwilym Jenkins no início dos anos 70 popularizaram os modelos 

ARIMA, e seus nomes têm sido usados como sinônimo destes modelos. Box e Jenkins 

colocaram de forma compreensiva a informação necessária para entender e utilizar os 

modelos ARIMA para séries temporais univariadas. 

Para que determinados procedimentos sejam aplicados em uma série temporal, a 

mesma tem que apresentar condições de estacionariedade. Caso este critério não seja 

obedecido, então se faz necessário a aplicação de meios que transformem a série em uma série 

estacionária. Segundo Morretin & Toloi (1987), a transformação mais comum consiste em 

tomar diferenças sucessivas da série original até obter uma série estacionária. Segundo os 

autores, em situações normais uma ou duas diferenças é suficiente para tornar a série 

estacionária. Demonina-se como ordem de integração o número d de diferenças que torne a 

série estacionária. Portanto, com a inclusão do termo d (ordem de integração) nos permite que 

sejam utilizados os modelos ARIMA(p,d,q). 

Seja t

d

t ZW ∆=  estacionária, então pode-se escrever Wt através de um modelo 

ARMA(p,q), ou seja, 

tt aBWB )()( θφ = ,     (3.65) 

logo substituindo t

d

t ZW ∆=  em (3.65) obtém-se o modelo 

tt

d
aBZB )()( θφ =∆ ,     (3.66) 

denominado modelo auto-regressivo, integrado, de médias móveis, ou simplesmente 

ARIMA(p,d,q). 

Para se prever uma série temporal através dos modelos ARIMA, torna-se necessário 

identificar a ordem dos parâmetros p, d e q. O primeiro parâmetro a ser identificado é o grau 

de diferenciação d, necessário à estabilização dos dados. Isto é feito através de um exame do 

correlograma, ou seja, do diagrama da função de autocorrelação (fac), no qual são 

apresentados os valores das autocorrelações em relação aos lags k. A ordem auto-regressiva p 
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é determinada pela verificação da função de autocorrelação parcial (facp) da série estudada. 

Se a série for unicamente auto-regressiva ARIMA (p,d,0), sua função de autocorrelação 

parcial sofrerá uma queda repentina após o lag k. Se não, efetua-se uma análise dos 

estimadores kkφ  para verificar até que ordem de defasagem do correlograma desta função ele 

é estatisticamente significante. Essa será sua ordem autorregressiva (RIBEIRO e PAULA, 

2000) 

Após a identificação do modelo, deve-se realizar a estimação dos parâmetros. Judge 

(1988) coloca que os parâmetros do processo AR são estimados através de métodos de 

regressão. Caso o processo MA esteja envolvido, a estimação dos parâmetros deste modelo é 

obtida pela aplicação de algum algoritmo de otimização não-linear.  

 

3.15 Etapas da metodologia Box-Jenkins 

 

Segundo Morretin & Toloi (1987), a construção dos modelos Box-Jenkins é baseada 

em um ciclo iterativo, no qual a escolha do modelo é feita com base nos próprios dados. 

Segundo Box & Jenkins (1976), são três as etapas para construção do modelo: 

1. Identificação: consiste em descobrir qual dentre as várias versões dos modelos de 

Box-Jenkins, sejam eles sazonais ou não, descreve o comportamento da série. A identificação 

do modelo a ser estimado ocorre pelo comportamento das funções de autocorrelações (fac) e 

das funções de autocorrelações parciais (facp). 

2. Estimação: consiste em estimar os parâmetros φ  e Φ da componente auto-

regressiva, os parâmetros θ  e Θ da componente de médias móveis e a variância de at. 

3. Verificação: consiste em avaliar se o modelo estimado é adequado para descrever o 

comportamento dos dados. 

 

3.16 Identificação de modelos 

 

Uma etapa crucial e uma das mais delicadas na construção de modelos ARIMA(p,d,q) 

se refere na identificação do modelo mais adequado ao ajuste dos dados, pois na maioria das 

vezes não se escolhe apenas um modelo, e sim mais de um modelo que se adéque aos dados. 
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Para contornar esse tipo de problema foram propostos na literatura vários critérios de 

seleção de modelos, critérios esses que mostram quais modelos descrevem melhor a dinâmica 

de uma série temporal. 

Uma forma de “discriminar" entre estes modelos competidores é utilizar os chamados 

critérios de informação que levam em conta não apenas a qualidade do ajuste, mas também 

penalizam a inclusão de parâmetros extras. Assim, um modelo com mais parâmetros pode ter 

um ajuste melhor, mas não necessariamente será preferível em termos de critério de 

informação. A regra básica consiste em selecionar o modelo cujo critério de informação 

calculado seja mínimo (EHLERS, 2007). 

 

3.16.1 Critérios de Seleção de Modelos 

 

Desde o início dos anos 70 procedimentos de identificação baseados em uma função 

penalizadora têm sido propostos. A idéia é escolher as ordens p e q de um modelo ARMA que 

minimizem 

( ) ( ) ( )
N

NC
qpqpP qp ++= 2

,log, σ ,    (3.67) 

onde 2
,qpσ  é uma estimativa da variância do ruído branco obtida pelo ajuste de um modelo 

ARMA(p,q) aos dados e C(N) é uma função do tamanho da série (N). A forma dessa função 

penalizadora é baseada no fato de que, como a variância estimada 2
,qpσ  diminui á medida que 

o número de parâmetros aumenta, ela sozinha não pode ser um bom critério para escolha da 

ordem que minimiza a função. Dessa forma foi necessário acrescentar um termo penalizador 

( ) ZZCqp )(.+  para obter a equação (3.67) (CHOI, 1992). 

 A seguir serão apresentados alguns critérios de identificação que minimizam funções 

penalizadoras particulares. 

 

3.16.2 Critério de informação de Akaike (AIC) 

 

 O critério de informação de Akaike pode ser escrito da seguinte forma 

N

k
lk lk

)1(2
ln),(AIC 2

,

+
+= σ ,    (3.68) 

sendo 0 ≤ k ≤ K e 0 ≤ l ≤ L, onde K e L em geral são funções de N. 



29 

 

 Segundo Morettin & Toloi (2005), dependendo dos valores de K e L, muitos modelos 

precisam ser ajustados a fim de obter o menor AIC. 

 Se o modelo for AR(p), então o critério AIC pode ser escrito como 

  KkkNk k ≤+= ,2ˆln)(AIC 2σ .    (3.69) 

Em casos onde o tamanho da amostra é grande e a dimensão do modelo candidato é 

relativamente pequena, o AIC é um estimador aproximadamente não-viesado. Em outras 

situações, o AIC pode apresentar grande viés negativo. Assim, dado não ser o AIC adequado 

para pequenas amostras e com o objetivo de melhorar o seu comportamento, no sentido de 

reduzir a probabilidade de seleção de uma ordem maior do que a verdadeira, foram propostas 

algumas correções para melhorar o comportamento do AIC em amostras finitas (PEREIRA, et 

al. 2006). 

 

3.16.3 Critério de informação de Akaike corrigido (AICc) 

 

 Outro critério proposto, sendo este uma modificação corrigida do critério de 

informação de Akaike, o cirtério de infomação de Akaike corrigido foi proposto por Hurvich 

e Tsai (1989), sendo expresso por 

( )( )
.,

2

212
)(AICAICc Kk

kN

kk
k ≤

−−

++
+=     (3.70) 

Mills e Prasad (1992) utilizaram simulações de Monte Carlo no intuito de avaliar o 

desempenho de alguns critérios. Os autores confirmaram que o AICc funciona bem em 

pequenas amostras, no entanto, em amostras maiores  o critério de informação bayesiana 

(BIC), apresenta melhor desempenho. 

Vale salientar que os critérios AIC e AICc supõem que a classe de modelos candidatos 

inclui o verdadeiro modelo. 

 

3.16.4 Critério de informação Bayesiana (BIC) 

 

 Além dos critérios acima citados existem outros critérios que são basicamente 

modificações do AIC. Desenvolvido por Schwarz (1978) e Akaike (1978), o critério de 

informação bayesiano, BIC, é dado por 
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   ( )
N

N
lklk lk

ln
ˆln),(BIC 2

, ++= σ .     (3.71) 

Segundo Ehlers (2007), estas medidas não têm significado quando olhadas 

individualmente, ou seja, considerando apenas um único modelo. Logo, tanto o AIC quanto o 

BIC podem assumir qualquer valor, inclusive valor negativo, tendo em vista que são 

dependentes da forma da função de verossimilhança. 

 

3.16.5 Análise dos resíduos 

 

Caso o modelo apresente um ajuste satisfatório, espera-se que os resíduos se 

distribuam aleatoriamente em torno de zero com variância aproximadamente constante e 

sejam não correlacionados. Se a variância dos resíduos for crescente, uma transformação 

logarítmica nos dados pode ser apropriada. O fenômeno de “não constância” na variância é 

denominado de volatilidade na literatura de séries temporais e pode ser tratado através de 

transformações nos dados (EHLERS, 2007). 

É particularmente importante que os resíduos de um modelo estimado sejam 

serialmente (i.e. ao longo do tempo) não correlacionados. Evidência de correlação serial nos 

resíduos é uma indicação de que uma ou mais características da série não foi adequadamente 

descrita pelo modelo (EHLERS, 2007). 

Consequentemente, duas maneiras de se verificar a adequação do modelo consistem 

em representar graficamente os resíduos e o seu correlograma. O gráfico temporal poderá 

revelar a presença de dados discrepantes, autocorrelação ou padrões cíclicos enquanto que o 

correlograma permite uma análise mais detalhada da estrutura de autocorrelação indicando 

possíveis termos ausentes no modelo (EHLERS, 2007). 

Portanto, se um modelo ARIMA estiver bem ajustado os resíduos formam uma 

sequência independente e identicamente distribuída com distribuição normal. Assim, a 

adequação do modelo pode ser verificada aplicando testes de normalidade aos resíduos e de 

aleatoriedade (Ljung-Box) aos quadrados dos resíduos. 
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3.16.5.1 Teste de Ljung-Box 

 

Seja a estatística Q, definida por: 

)(ˆ
1

2 jnQ
h

j

∑
=

= ρ , 

 

onde, ρ representa a autocorrelação entre as observações yt e yt+j. Considere uma seqüência de 

observações com variância finita nZZ ,...,1 , independente e identicamente distribuída (iid), 

temos que Q  será distribuída aproximadamente como uma soma de quadrados de uma 

sequência de variáveis aleatórias que seguem uma distribuição N(0;1). Logo, 

,...,hjjn 1  ),(ˆ =ρ , apresentará uma distribuição qui-quadrado com h graus de liberdade. 

Grandes valores de Q  sugerem que a hipótese de independência deve ser rejeitada, ou 

seja, os dados apresentam alguma autocorrelação. Portanto, rejeitamos a hipótese de 

independentes e identicamente distribuída ao nível de significância α, se 2
,1 hQ αχ −> , onde 

2
,1 hαχ −  é 1-α quantil de uma qui-quadrado com h graus de liberdade. 

 

3.16.6 Critérios de Previsão 

 

Para decidir sobre qual modelo de previsão será utilizado para a representação da série 

temporal em estudo, faz-se necessário utilizar algumas medidas de erro, cuja finalidade é 

encontrar o modelo que melhor atenda aos resultados esperados do estudo. 

Na literatura existem diversas medidas de erro, dentre as quais podemos citar: erro 

total (ET), erro percentual médio (EPM), erro quadrático médio (EQM), erro absoluto médio 

(EAM), raiz do erro médio quadrático (REQM), erro percentual médio absoluto (EPMA), 

entre outros. Neste trabalho serão abordados apenas alguns dos erros citados. 

Pode-se citar como o objetivo básico da análise de séries temporais a previsão de 

valores futuros. Logo, tendo uma série N observações, é comum utilizar os n primeiros 

valores (n < N) para a elaboração de um modelo que seja representativo da série e utilizar as 

outras N - n observações mais recentes para verificar a qualidade das N – n previsões obtidas a 

partir do modelo estimado. 

Portanto, os erros de previsão podem ser representados por 
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jnjnj yye ++ −= ˆ ,      (3.72) 

onde, jny +
ˆ  é a previsão da observação jny + . 

A seguir, apresentamos as medidas que serão abordadas neste trabalho: 

 

i) Erro percentual médio (EPM) 
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MPE ,    (3.73) 

 

ii) Erro absoluto médio (EAM) 

 

∑
+

+=
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ht

tj jj yy
h

MAE
1

ˆ
1

,    (3.74) 

 

iii) Raiz do erro médio quadrático (REQM) 

 

( )
h

yy
RMSE

h

j jj∑ =
−

=
1

2ˆ
,    (3.75) 

 

iv) Erro percentual médio absoluto (EPMA) 
 

100.

ˆ
1

h

y

yy

MAPE

h

j
j

jj

∑ =

−

= .   (3.76) 

Para decidir qual modelo possui maior poder de previsão, adota-se como critério 

aquele que apresentar menor valor para os erros descritos acima, ou pelo menos para a 

maioria deles. 
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4. RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 

Para modelar a série temporal sobre Tratamento de pacientes com acidente vascular 

cerebral iremos considerar o modelo de suavizamento de Holt-Winters e os modelos de Box-

Jenkins. 

Inicialmente, vale salientar que, ao verificar a análise dos resíduos para o modelo de 

Box-Jenkins, o teste de Shapiro-Wilks indicou que os resíduos não apresentavam distribuição 

normal. Para o modelo que melhor se ajustou aos dados, o teste de normalidade para os 

resíduos apresentou p-valor = 0,001683. 

Uma análise exploratória nos resíduos verificou que tal problema estava associado à 

presença de pontos aberrantes nos resíduos. Para tentar corrigir este fato foi proposta uma 

transformação de Box-Cox nos dados, obtendo-se valor λ = 0,5, sugerindo considerar a raiz 

quadrada da série de pacientes com acidente vascular cerebral, a qual será denominada de 

série AVC. 

Nas próximas seções, apresentaremos em detalhes os ajustes para os modelos de Holt-

Winters e de Box-Jenkins para a série transformada. 

 

4.1 Ajuste do modelo de Holt-Winters 

 

A Figura 3 mostra a série AVC. Observamos que a série apresenta uma tendência 

ascendente, sinalizando uma possível indicação de não estacionariedade. A Figura 4 apresenta 

a decomposição da série AVC em termos de sazonalidade, tendência e resíduos. 
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Figura 3: Série “Tratamento em acidente vascular cerebral (AVC)”. 
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Figura 4: Gráfico decomposto em: série AVC, componente sazonal, tendência, resíduos. 

 

Para o modelo de Holt-Winters, foi ajustado o modelo aditivo e o modelo 

multiplicativo, e como estimativas dos parâmetros dos modelos foram encontrados os 

seguintes valores: 
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Tabela 1: Estimativa dos Parâmetros do modelo de Holt-Winters. 

Modelos 
Parâmetros 

Alfa Beta Gama 
Aditivo 0,21118 0,01287 0,32351 

Multiplicativo 0,19983 0,01154 0,31922 
 

Na Tabela 1 os valores das estimativas dos parâmetros nos modelos aditivo e 

multiplicativo, apresentam valores muito próximos, o que indica que o modelo aditivo deve 

ser o mais adequado. Além disso, como o valor de Gama foi baixo, há evidências de fraca 

sazonalidade na série. 

 

4.2 Ajuste do modelo de Box-Jenkins 

 

Como já abordado anteriormente, há suspeitas de que a série transformada não seja 

estacionária. Isto pode ser comprovado através do gráfico da autocorrelação, apresentado na 

Figura 5. Note que há um decaimento lento em direção ao valor zero, indicando uma não 

estacionariedade na série. 
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Figura 5: Gráfico de autocorrelação parcial da série AVC. 
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A Figura 6 representa a série diferenciada. Após aplicarmos uma diferença simples foi 

possível eliminar a tendência da mesma. Tal fato pode ser corroborado pelo teste de 

ascendência de Dickey-Fuller. 
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Figura 6: Gráfico da série AVC aplicada uma diferença simples. 

 

 O p-valor obtido para o teste de Dickey-Fuller foi de 0,01. Logo, adotando um nível de 

significância α = 0,05, concluímos que há evidências para rejeitar a hipótese nula, ou seja, a 

série diferenciada apresenta um comportamento estacionário. 

A Figura 7 apresenta o gráfico de autocorrelação para a série diferenciada. Pode-se 

observar que apenas um lag 1 ultrapassou significativamente os limites delimitados no 

gráfico, o que indica uma ordem MA(1). Note também que os lags 12 e 24, que indicam um 

comportamento sazonal, apresentaram fraca autocorrelação. Concluindo que a componente 

sazonal não está presente na série. 
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Figura 7: Gráfico de autocorrelação da série AVC após aplicar uma diferença simples. 

 

A Figura 8 apresenta o gráfico de autocorrelação parcial para a série diferenciada. 

Pode-se observar que os lags 1, 2 e 3 ultrapassaram os limites delimitados no gráfico. Dessa 

forma, podemos atribuir os valores 1, 2 ou 3 para a ordem auto-regressiva do modelo. 
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Figura 8: Gráfico de autocorrelação parcial da série AVC após aplicar uma diferença simples. 
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A partir das sugestões apresentadas acima, foram ajustados 4 modelos em função das 

ordens p e q. Vale ressaltar que, além dos modelos apresentados na Tabela 2, foram ajustados 

outros modelos incluindo a componente sazonal (SARIMA) apenas para nível exploratório. 

No entanto, estes apresentaram desempenho inferior aos modelos sem sazonalidade, bem 

como a rejeição da hipótese de normalidade para os resíduos. 

A escolha do modelo que melhor se ajusta aos dados foi baseada nos critérios AIC, 

AICc e BIC. A Tabela 2 apresenta os modelos com menores valores de AIC, AICc e BIC. 

 

Tabela 2: Modelos com menores critérios de Informação. 
Modelos Critérios de Informação 

ARIMA(0,1,1) AIC = 307,60   AICc = 307,70   BIC = 313,20 
ARIMA(1,1,1) AIC = 309,31   AICc = 309,51   BIC = 317,72 
ARIMA(2,1,1) AIC = 310,55   AICc = 310,90   BIC = 321,77 
ARIMA(3,1,1) AIC = 312,39   AICc = 312,90   BIC = 326,41 

 

 Para os modelos escolhidos foi realizado o teste de Shapiro-Wilks, obtendo-se p-

valores maiores que o nível de significância de 5%. De acordo com os resultados apresentados 

na Tabela 3, podemos afirmar que existem evidências estatísticas para aceitar a hipótese de 

que os resíduos seguem distribuição normal. 

 

Tabela 3: P-valores para o teste de normalidade dos resíduos. 

Modelo 
p-valor do teste de 

normalidade dos resíduos 

ARIMA(0,1,1) 0,4305 
ARIMA(1,1,1) 0,3697 
ARIMA(2,1,1) 0,2521 
ARIMA(3,1,1) 0,2277 

 

Análise residual do modelo ARIMA(0,1,1) é apresentada na Figura 9. Observa-se que 

a grande maioria dos resíduos padronizados encontra-se dentro do intervalo de -2 a 2, 

indicando que o modelo apresentou bom ajuste aos dados. O segundo gráfico apresenta as 

autocorrelações dos resíduos e também os limites assintóticos para uma significância de 95%. 

Note que as autocorrelações amostrais estão dentro dos limites assintóticos. Desta forma, 

pode-se afirmar que os resíduos não estão correlacionados. Tal fato é corroborado ao 

analisarmos os p-valores para o teste de Ljung-Box. 
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A Figura 9 faz referência ao modelo ARIMA(0,1,1). O mesmo gráfico, foi analisado 

para os outros modelos e todos apresentaram as mesmas características.  
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Figura 9: Gráfico decomposto em resíduos padronizados, autocorrelação dos resíduos e teste 

de Ljung-Box. 
 

4.3 Comparação dos modelos 

 

Para analisar o poder de previsão dos modelos de Holt-Winters e dos modelos de Box-

Jenkins, foram realizadas previsões para 3, 6 e 12 passos a frente. Em seguida, foram 

calculados os seguintes erros de previsão: erro percentual médio (EPM), erro absoluto médio 

(EAM), raiz do erro médio quadrático (REMQ) e o erro percentual médio absoluto (EPMA). 

As medidas de erro para os modelos podem ser observadas na Tabela 4. É possível observar 

que o modelo ARIMA(1,1,1) apresentou menores erros de previsão 3 passos a frente, ou seja, 

o modelo foi responsável pelas melhores previsões a curto prazo. Já para previsões 6 passos a 

frente, o modelo que apresentou melhores resultados foi o ARIMA(2,1,1). Por fim, o modelo 

que apresentou os menores erros para previsões mais longas foi o ARIMA(0,1,1). Além disso, 

note que os modelos de Holt-Winters não se destacam entre os que possuíram melhor poder 

de previsão. 
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Tabela 4: Medidas de erros para os modelos de Holt-Winters e Box-Jenkins. 

Previsões Modelos EPM EAM REMQ EPMA 

3 passos 

Holt-Winters Aditivo 3,7224 0,4216 0,4851 3,6987 
Holt-Winters Multiplicativo 3,6518 0,4136 0,4837 3,6297 

ARIMA(0,1,1) 2,3920 0,2709 0,3831 2,3370 
ARIMA(1,1,1) 2,1823 0,2471 0,3631 2,1282 
ARIMA(2,1,1) 2,1954 0,2486 0,3745 2,1384 

ARIMA(3,1,1) 2,4799 0,2809 0,3989 2,4224 

6 passos 

Holt-Winters Aditivo -1,0409 0,3433 0,3655 3,0868 
Holt-Winters Multiplicativo -1,0385 0,3501 0,3734 3,1482 

ARIMA(0,1,1) -0,6434 0,2514 0,3247 2,2638 
ARIMA(1,1,1) -0,6357 0,2483 0,3320 2,2349 
ARIMA(2,1,1) 0,1456 0,2308 0,2989 2,0593 

ARIMA(3,1,1) 0,6781 0,2463 0,3150 2,1884 

12 passos 

Holt-Winters Aditivo 0,6350 0,4791 0,6528 4,1713 
Holt-Winters Multiplicativo 0,1814 0,5531 0,7298 4,8316 

ARIMA(0,1,1) 1,7888 0,3730 0,4931 3,2234 
ARIMA(1,1,1) 2,0968 0,3833 0,5075 3,3062 
ARIMA(2,1,1) 3,1864 0,4190 0,5647 3,5964 

ARIMA(3,1,1) 3,7058 0,4444 0,6003 3,8105 
 

 

 

4.4 Previsões Futuras 

 

 

A Tabela 5 apresenta as previsões para a série AVC três passos à frente, segundo o 

modelo ARIMA(1,1,1). Para o modelo em questão, as previsões apresentaram valores 

semelhantes, no entanto os intervalos com 95% de confiança obtidos variaram de acordo com 

o mês. 

Tabela 5: Previsões para três passos a frente. 
ARIMA(1,1,1) 

Mês Valor Limite inf. Limite Sup. 
abr/10 125 91 164 
mai/10 125 90 166 
jun/10 125 89 168 
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A Tabela 6 apresenta as previsões para a série AVC seis passos à frente, segundo o 

modelo ARIMA(2,1,1). As observações realizadas para o modelo ARIMA(1,1,1) a respeitos 

dos valores previstos, também são observadas para o modelo ARIMA(2,1,1). 

 

Tabela 6: Previsões para seis passos a frente. 
ARIMA(2,1,1) 

Mês Valor Limite inf. Limite Sup. 
abr/10 124 91 163 
mai/10 124 89 165 
jun/10 124 88 167 
jul/10 124 87 169 
ago/10 124 86 170 
set/10 124 86 170 

 

Para a modelagem da série AVC, não foi possível capturar as informações para o mês 

de abril/2010, pois o Departamento de Informática do Sistema Único de Saúde (DATASUS) 

não havia disponibilizado em sua base de dados. No entanto, após a conclusão do mesmo, foi 

disponibilizada tal informação, sendo o número de pacientes com AVC igual a 115. Observa-

se que valor estimado pelo modelo ARIMA(2,1,1) esteve próximo do esperado, sendo o 

mesmo pertencente aos limites de confiança obtido. 
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5. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

Tendo como objetivo principal deste estudo obter previsões para o número de 

pacientes atendidos nos hospitais do município de João Pessoa-PB acometidos por AVC, 

foram utilizados alguns modelos de séries temporais para série histórica que compreende o 

período de janeiro de 2000 a março de 2010. As abordagens utilizadas foram o alisamento 

exponencial de Holt–Winters e os métodos de Box–Jenkins. Apenas como critério de estudo 

foi verificado que modelos com componentes sazonais não se adequavam aos dados em 

estudo. 

 As previsões obtidas pelo algoritmo de Holt–Winters, tanto para o modelo aditivo 

como para o modelo multiplicativo, apresentaram baixa precisão, segundo os critérios 

utilizados. Com a adoção da metodologia de Box–Jenkins, obteve-se resultados mais 

satisfatórios que os encontrados pelo método anterior. 

Os modelos que apresentaram maior poder de previsão foram: o ARIMA(1,1,1), para 

previsões de curto período, o ARIMA(2,1,1), para previsões de médios períodos e o 

ARIMA(0,1,1), para previsões de longos períodos. Este último não foi utilizado para realizar 

previsões. Vale salientar que os modelos ARIMA não apresentaram restrições quanto à 

análise residual. 

Além disso, após a obtenção da informação do mês de Abril de 2010, verificou-se que 

o valor estimado para a quantidade de pacientes que sofreram AVC atendidos nos hospitais de 

João Pessoa, se aproximava do valor observado, sendo este pertencente aos limites de 

confiança estimados pelos modelos escolhidos. 
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